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CzeNE ANNA-LUKACS MIKLOS

Eszkozarbuborékok matematikai modellezése!

Dolgozatunk célja az eszkozarbuborékok matematikai modellezési lehetoségének a
vizsgalata. A jelenlegi szakirodalom két eltéré megkozelitésbol all. A Philip Protter
nevéhez kotheté martingalelméleti megkozelitésben a részvényarfolyam-diffizié, mig
az in. JLS-modellben a trend egyiitthatéja felel6s a buborék kialakulasaért. Ezen mo-
dellek célja a buborék viselkedésének matematikai leirasa a kézgazdasagi motivaciok
nélkiil. Ezzel szemben a mi modelliinkben pszicholégiai tényezok hatasara alakul ki
az un. csordaviselkedés, amelynek a hatasara az arfolyamok irrealis novekedést mu-
tatnak. A buborék Kidurranasa pedig a JLS-modellhez hasonléan egy ugréfolyamat
segitségével valésul meg. A modellt historikus adatokon is vizsgaltuk.

1. BEVEZETO

., Valaki emlékeztetett a minap,
hogy egykor azt mondtam: a kapzsisag jo dolog,
hat ma mar torvényes is...”

Gordon Gekko (Tozsdecapak II)

Kozgazdasagi korokben sokszor hasznaljak a kifejezést: eszkézarbuborék. De a valésagban
vajon mit is jelent ez? A kérdés megvalaszolasara tett kisérletek szamos tovabbi kérdéshez
juttattak el minket. Mikor mondhatjuk azt, hogy épp buborékban vagyunk? Es ha valéban
buborékban vagyunk, szabaduljunk meg az eszkoztdl vagy tartsuk, még bizva a tovabbi
aremelkedésben? Mi az optimalis kiszallasi stratégia? Mi okozza ezt a szélsdséges piaci
viselkedést? Létezik-e valamilyen modszer, amellyel a szabalyoz6 szervek meggatolhatjak
a buboré¢k kialakulasat? Ha pedig mar kialakult a buborék, akkor hogyan kertiljiik el a gyors
piaci zuhanast? Tovabba Iényeges kérdés, hogy modellezhetd-e ez a folyamat. Ehhez viszont
fontos megérteniink a kialakuldsa mogott meghtiz6dd motivaciokat.

Ezekre a kérdésekre a matematikusok és a kozgazdaszok régota keresik a megfeleld
valaszokat. Mig a matematikai megkozelités azt vizsgalja, hogyan alakul ki az arfolyambu-
borék, addig a kozgazdasagtan elsésorban azt, hogy miért alakul ki.

1 Ezuton szeretnénk koszonetet mondani dr. Bihary Zsoltnak, akinek a javaslatara az 6 modelljét is vizsgalat
ala vettiik. A heti rendszerességgel tartott konzultaciok soran pedig szamos otlettel és instrukcioval latott el a
dolgozat megirasahoz.

Koszonettel tartozunk dr. Markus Ldszlonak is, aki a témakor megértéséhez elengedhetetleniil fontos alapokat
tanitotta nekiink, és felkeltette érdeklédésiinket a pénziigyi matematika irant. Tovabba 6 hivta fel figyelmiinket
a témara, és a konzultaciok is segitették a dolgozat elkésziilését.

A szerzék az itt kozolt tanulmany eredeti, hosszabb véltozatat benyujtottak a BET 2012/2013-as Kochmeister-
dijanak palyazatara.



210 HITELINTEZETI SZEMLE

A torténelmi példakbol is egyértelmiien kideriil, hogy a kérdésfelvetés mennyire rele-
vans. A korszaktdl, a piactol és a terméktol fliggetleniil kialakulhatnak buborékok, amelyek
aztan hirtelen arfolyamzuhandassal érnek véget. Elég csak a 2000-es évek elején kialakult
ingatlanar-buborékra gondolni, amely hozzajarult a globalis gazdasagi vildgvalsag keletke-
zéséhez. Ez a valsag arra is felhivta a figyelmet, hogy a globalis piacok komplexitasa, a ha-
talmas tokeattétel és a bonyolult szarmaztatott termékek miatt a szélsdséges viselkedések-
nek komoly kovetkezményei lehetnek. A piaci krachok gyorsabban zajlanak le és az egész
vilaggazdasagra hatassal vannak, tehat a kérdés napjainkban relevansabb, mint barmikor.

Az elsé és leggyakrabban idézett példa buborék kialakulasara a holland tulipanhagyma-
mania (1634—1637). Bar nehéz meghatarozni egy tulipAnhagyma tényleges (fundamentalis)
értékét, minden bizonnyal nevezhetjiik irracionalisnak, ha egy atlagos art hagyma néhany
év mulva egy amszterdami haz araval egyenértékli. A meredek emelkedés mogott nemcsak
gazdasagi tényezOk alltak, hanem spekulacios szandékok is. A vasarlokat nem a valos ér-
ték motivalta, hanem a tovabbi arfolyam-emelkedés lehetdsége. A kor egyik legfejlettebb
piacan mar megjelentek a napjainkban elterjedt hataridds és egyéb szarmaztatott iigyletek,
amelyek katalizatorként szolgalnak egy pénziigyi buborék kialakuldsahoz. A gazdasagtor-
ténet az esetet maniaként, a befektetok oriilt, irracionalis viselkedéseként konyveli el. A
pozitiv vélekedés 1637-ben megvaltozott, és az arfolyamok zuhanni kezdtek, ennek hatdsara
az 0sszes hagymatipus értéke kordbbi aranak 1-5 %-ara esett vissza. Ezt kovetden a torté-
nelem még szamtalanszor megismételte dnmagat, komoly veszteségeket okozva a késén
érkez6 befektetoknek.

A szamos torténeti példabol arra kovetkeztethetiink, hogy az esemény kialakulasaért
felelos tényezdk allandodan jelen vannak, hiszen ezek emberi tulajdonsagok. Egy buborék
kialakul4dsanak legfobb oka a spekulacid. Az emberek azért veszik meg a terméket, mert
nem akarnak lemaradni a gyors dremelkedésrol. A kapzsisag €s a vagy a hirtelen meggazda-
godasra az emberi természetbdl fakad. Ez a fajta magatartas kollektiven igaz a befektetdkre,
ezért alakul ki az ugynevezett csordaszellem. Pénziigyi elemzések soran ezzel a tényezdvel
szamolnunk kell.

1.1. A cikk felépitése

A témakor els6 fontosabb kérdése: hogyan definidlhaté maga az eszkdzarbuborék? Sajnos,
a szakértok sem adnak egységes valaszt, de annyit mondhatunk, hogy a buborék a piacon
kialakult ar és a fundamentalis ar kiilonbsége. A piaci ar tobbé-kevésbé egyértelmi, de a
fair &r meghatarozasa komoly problémat okozhat. Egy IT-cég részvényeinek vagy a Bitcoin
digitalis fizetdeszkoz fundamentalis értékének meghatarozasa még a szakértéknek is nehéz-
ségeket okoz, maximum széles intervallumokat tudnak adni. Ezért a buborékok elemzésé-
vel foglalkoz6 kdzgazdaszok és matematikusok inkabb a viselkedés jellegét vizsgaljak, és
abbdl probalnak kovetkeztetéseket levonni. Elsé megkozelitésben az empirikus tapasztala-
tok alapjan annyit allithatunk, hogy a buborékokat egy hosszabb tavi névekedés jellemzi,
aminek egy hirtelen zuhanas vet véget. Ezért gyakran csak utélag allithatjuk, hogy buborék
volt a piacon, hiszen sokszor nehéz eldonteni, hogy egy piaci anomaliarol és indokolatlan
optimizmusrol van-e sz6, vagy valos, fundamentalis értékndvekedésrol.
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A kozgazdaszok mar régota foglalkoznak a témakdrrel, de csupan az elmult tiz évben
sziilettek matematikai modellek a buborékfolyamatok leirasara. A kérdéskor jobb megértése
érdekében eldszor a szakirodalom allaspontjat mutatjuk be, ezért a 2. és a 3. fejezetben a té-
maban relevans szakmai értekezések fobb gondolatait 6sszegezziik. Mindkét megkozelitési
mad alapja egy Ito-folyamat, de eltérd tulajdonsagokat helyeznek el6térbe. A 2. fejezetben
a Philip Protter nevéhez fiiz6d6 elméletet mutatunk be, ahol a buborék kialakulasanak le-
hetdségét a termék diffuzids egyiitthatoja biztositja. A 3. fejezetben az irodalom egy masik
agat tanulmanyozzuk, amely szerint a trend egyiitthatdja felelds az eseményért. Az utdbbi
elképzelés legjelentdsebb képviseldje Didier Sornette.

Arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy vajon a buborék kialakulasaért felelds kol-
lektiv viselkedés leirhat6-e matematikai modellekkel. Adhatd-e olyan mddszer, amely
kimutatja a buborék 1étezését egy adott termék arfolyamaban? Esetleg adhatunk-e mod-
szert valsagkozeli bekovetkezésének eldrejelzésre? A 2. és a 3. fejezetben bemutatott két
megkozelitésmod sok mindenben eltér egymastol, de kozos benniik, hogy a viselkedés tu-
lajdonsagait irjak le matematikai modellekkel. Majd az igy kapott modellt felhasznalva, a
2. fejezetben egy eljarast mutatnak be, amellyel ki tudjak mutatni, hogy az adott termék
arfolyamaban van-e épp buborék. A 3. fejezetben pedig a matematikai modellre alapozva
egy valsag-elorejelz6 indikatort hataroznak meg, amelynek a segitségével egy kereskedési
stratégia is megfogalmazhato.

A két emlitett modellel ellentétben a 4. fejezetben egy sajat buborékmodellt mutatunk be,
amely — ellenben a szakirodalommal — nem egyszertien a viselkedés tulajdonsagait probalja
leirni, hanem a buborék kialakuldsa mogott meghtuzodo pszicholdgiai tényezdket is beépiti
az arfolyam alakulasaba. A kiindulasi pont dr. Bihary Zsolt specialis részvényarfolyam-di-
namikdja, amelyben a drift és volatilitas egyiitthatok a multbeli hozamoknak egy exponen-
cialis mozgoatlagatol fliggnek.

A fejezet masodik felében empirikusan vizsgdljuk a 2007-es évhez kothetd ingatlanar-
buborék kipukkanasat. A tapasztalatok alapjan pedig allitdsokat fogalmazunk meg a modell
paraméterei és a buborékok kapcsolatai kozott. Ezek a kovetkeztetések dvatosabbak annal,
semhogy kereskedési stratégidk alapjaul szolgéaljanak; de buborékok esetén figyelmeztetd
indikétorként szolgalhatnak a szabdlyozas szamara.

Az 5. fejezetben kiilonboz6 szempontok szerint dsszehasonlitjuk a harom modellt, majd
levonjuk a kovetkeztetéseket.

2. MARTINGALELMELETI MEGKOZELITES

Ebben a fejezetben a szakirodalom azon agat tanulmanyozzuk, amelyben a buborék kialaku-
lasaért a volatilitas egytitthatoja a felelds. A kérdés legjelent6sebb kutatdja Philip Protter, a
Columbia Egyetem professzora, akinek az elmult 10 évben szamos cikke jelent meg a téma-
ban. Ezek koziil a legjelentdsebb a 2012-ben publikalt 4 Mathematical Theory of Financial
Bubbles cimii irdsa’, amely 0sszegzi a legjelentdsebb gondolatait a buborék kialakulasarol.

2 PROTTER, P. [2012]: A mathematical theory of financial bubbles (http:/papers.ssrn.com/sol3/papers.
cfm?abstract_id=2115895)
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A buborék matematikai meghatarozasa el6tt definidlnunk kell egy kockazatos pénziigyi
eszkozt, amelynek jelenlegi érteke S. Az elemzést (2, F, P)mértéktér felett végezziik, ahol
az F=(F),, a természetes filtracio. Ez a folyamat egy T megallasi id6ben megszlinik egy
A > 0 € F; kifizetéssel, addig pedig osztalékot fizet, amit egy D >0 folyamattal irhatunk
le. Protter feltételezése szerint ez a folyamat €s a korabban definialt S, is cadlag szemi-
martingdl. Ezeket az informaciokat felhasznalva, felirhatjuk a vagyonfolyamatot (W):

tAT

1 B;
W; = Sil, B —dD, + =—Al,
Vi =S5 + t/ B, + B. <t

0
t
ahol B; = exp / rodu |, és ra kockéazatmentes kamatlab folyamat.
0

A kockazatos pénziigyi eszkdz fundamentalis ara egy ¢ idOpontban megegyezik a ter-
mék hatralévo kifizetéseinek diszkontalt, kockazatsemleges mérték (Q ) szerint vett feltéte-
les varhat6 értékével®:

I A
| / FoiDu+ B}“”If‘] B,
t

A buborékot ebben az esetben a piaci ar és a fundamentdlis ar kiilonbségeként
defnialhatjuk:

Sy =Eg

ﬂt:St_St*'

Protter els6 megéallapitasa az volt, hogy a részvény arfolyama mindig meghaladja a fun-
damentalis arat. Ebbdl kovetkezik, hogy minden iddpillanatban kialakulhat buborék. A t
jellege szerint a buborékok harom osztalyba sorolhatok:

1) B egy lokalis martingél és egyenletesen integralhato, ha P(t=00)>0.

2) B egy lokalis martingdl, de nem egyenletesen integralhato, ha nem korlatos, de
P(1<w)=1.

3) B egy szigortan lokélis martingdl*, ha T egy korlatos megallasi id6.

A kutatés szempontjabol szdmunkra a harmadik tipus a relevans. Tehat a buborék szigo-
ruan lokalis martingal, és mivel a fundamentalis ar is lokalis martingal, ebbdl kovetkezik,
hogy a részvényarfolyam-folyamat is szigoruan lokalis martingal.

Az egyik legfontosabb kérdés, hogy az elébb vazolt elképzelést hogyan tudjuk haszno-
sitani a gyakorlatban, vagyis hogyan allapithatd meg egy részvényarfolyam-folyamatrol,
hogy szigoruan lokalis martingal vagy sem. Az egyszeriibb modell kedvéért az eszkoz ne
fizessen osztalékot, €s a kockdzatmentes kamatlab legyen konstans 0. Ekkor az S, legyen a
kovetkezd differencidlegyenlet egyértelmii, erds megoldésa:

dSt = M(St)dt + O'(St)th7
ahol W a standard Brown-mozgas.
3 Az elemzést egyeldre teljes piacokra szoritjuk, ezért a masodik pénziigyi alaptorvény szerint a Q ELMM

egyértelmi.
4 Minden lokalis martingal, ami nem martingal, szigortian lokalis martingal.
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Ezt a Girsanov-tétel segitségével modosithatjuk a kovetkezd egyszeriibb alakra:

dS; = o(S;)dW2E.

Ekkor bebizonyithato, hogy a differencidlegyenlet megoldasaként definialt S, folyamat
akkor és csak akkor szigortian lokalis martingal, ha 6(S) teljesiti a kovetkezo feltételt:

oo

X
/de<oo,

ahol €>0.

A tétel alkalmazisa soran problémat jelent, hogy nem ismerjiik az x+— o(z) fligg-
vényt minden x-re, ahol most az x a részvényarfolyamatot jelenti. Mivel csak a megfigyelt
adatok allnak rendelkezésiinkre, ahol természetesen az x nem vett fel minden értéket, a
o(x) becslése piaci adatokbol nem trivialis feladat. Ezt a nehézséget a Reproducing Kernel
Hilbert Spaces elméletének segitségével sikeriilt kikiiszobolni.

A legjobb példa folytonos szigoruan lokalis martingalra az inverz Bessel-folyamat, ame-
lyeta df;, = —oy - B7dB, differencidlegyenlet szimulaldsaval llitottuk elé a megfigyelé-

1
sekhez, ahol §; = v és V az 1 dimenzi6s Bessel-folyamat.
t
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Az abran jol lathatd, hogy milyen gyorsan tudnak emelkedni, majd bezuhanni az ar-
folyamok. Ezt a viselkedést a buborékoktdl is elvarjuk. A torténeti tapasztalatok szerint
viszont altalaban az emelkedés joval lassabb, mint a krach, ami gyakran néhany nap alatt
lezajlik (mintha az arfolyam ugrana egyet negativ iranyba). Ez felveti a kérdést: valoban jol
irja-e le ez a fajta megkozelités a buborékok jellegét? A kovetkezd fejezetben bemutatunk
egy olyan modellt, amely eleget tesz a hirtelen zuhanas elvarasanak, mivel a krach egy ug-
rofolyamat segitségével valosul meg.



214 HITELINTEZETI SZEMLE

3. A PIACI OSSZEOMLAS REKONSTRUALASA
EGY UGROFOLYAMAT SEGITSEGEVEL

Ebben a fejezetben egy teljesen mas megkozelitést, az tigynevezett Johansen—Ledoit—
Sornette- (JLS-) buborékmodellt mutatjuk be.’

3.1. AJLS-modell

A 2. Martingéalelméleti megkdzelités c. fejezetben bemutatott modellekkel ellentétben, eb-
ben az esetben a buborék kialakulasanak lehet6sége a trend egyiitthatojahoz kothetd, a dif-
flzids egyiitthatd pedig egyszerii konstans.

Ez a modell képes a buborék kialakulasat és az azt kdvetd valsagot is leirni tigy, hogy un.
noise traderekkel feltornazzak egy részvényarfolyam arat olyan magasra, hogy zuhanassal
végz6djon. A bevezetében mar emlitettiik a folyamat mogott meghtiz6dd motivaciokat.

A részvényarfolyam-dinamikéban a drift egyiitthatd ndvekedésének hatasara az arfo-
lyam az exponencialisnal gyorsabban novekszik. Ebben a rezsimben alakul ki a buborék. A
buborék kipukkanasat egy ugrofolyamat segitségével valositottak meg a modellben. Ez az
ugras egy rezsimvaltas, ami utan a részvényarfolyam viselkedése ismét olyan lesz, mint a
buborék elétt volt. A kovetkezd SDE-vel irhatjuk le a részvényarfolyam dinamikajat:

d,

Pt dt + odW, — kdj,

bt
ahol dj az ugré folyamat, amely 1 értéket vesz fel h(f)dt valoszinliséggel, kiilonben pedig
0—t. A k pedig az esés mértékét hatarozza meg, amelyet az el6z6 valsagok szazalékos esése-
inek atlagaként hatdroznak meg. Tehat a dj folyamat feltételes varhato értéke E [dj]=h(f)d!,

ahol
h(t)=B'(te—t)" '+ C'(t. — t)™ ' cos(wlog(t. — t) — ¢').

A h(f)-t ugy allapitottak meg Sornette-ék, hogy az leirja a kereskeddk csordaviselkedé-
sét, amely a részvényarfolyam emelkedéséhez vezet. Ezt mutatja a fenti egyenletben az elsé
tag. A masodik, koszinuszt tartalmaz6 tag rovid élettartalmu korrekciokat visz a modellbe.
Ezt azzal magyarazhatjuk, hogy vannak fundamentalis alapon kereskedok is a piacon, akik
— miutan latjak, hogy az arfolyam irracionalisan magas — short poziciot vesznek fel. Ezzel
egyfajta fluktuéciot visznek a buborék novekedésébe. Ennek koszonhetden jobb illeszkedést
kaphatunk, bar ekkor nagyobb a taltanitas veszélye. igy a modell ugynevezett log-periodic
power law (LPPL) viselkedést mutat. A A(f) definicioban a ¢, a valsidg bekovetkezésének

5 JOHANSEN, A.—SORNETTE, D. [1999]: Critical crashes. 12(1):91-94.
JoHANSEN, A.—LEDOIT, O.—SORNETTE, D. [2000]: Crashes as critical points. 3:219-255.
JoHANSEN, A.—LEpoIT, O.—SORNETTE, D. [1999]: Predicting financial crashes using discrete scale invariance.
Journal of Risk, 1(4):5-32.
SorRNETTE, D. [2002]: Why stock markets crash — Critical events in complex financial systems. Princeton Uni-
versity Press
WANFENG, YAN—REBIB, RED—W00DARD, RYAN—SORNETTE, DIDIER [2011]: Detection of crashes and rebounds in
major equity markets. RC working paper No. 11-001, July 8.



2013. TIZENKETTEDIK EVFOLYAM 3. SZAM 215

idépontja. Ahhoz, hogy a h(f)dt egy olyan valoszinliség legyen, ami ndvekszik #-vel ¢ -hez
tartva, szlikségiink van az m</ feltételezésre. Ahhoz pedig, hogy az arfolyam mindig véges
maradjon (beleertve ¢, id6pontot is), az m legyen pozitiv.

A modellbdl még hianyzik a buborék kialakuldsanak lehetdsége, amit a u-nek kell tar-
talmaznia. A u-t gy definialtak, hogy Osszefiiggjon a A(f)-vel. Az alapétlet az volt, hogy
a ELMM szerint a folyamat lokalis martingal, tehat a ndvekményeinek feltételes varhato
értéke 0:

Ey[dp] = p(t)p(t)dt + op(t) E[dW] + kp(t) E|dj] = 0,
ebbdl kovetkezik, hogy

w(t) = kh(t).

Most feltételezziik azt, hogy épp (a [t,t+df] intervallumban) nincs valsag, azaz dj=0.
Ekkor a feltételes varhato érték:

E, {%] = kh(t)dt,

bt
és h(f)-t behelyettesitve és kiintegralva kapjuk az ugynevezett log-periodic power law
(LPPL) egyenletet:
. llnEt[p(t)} =A+ B(t.—t)™ + C(t. — t)™ cos(win(t. — t) — ¢),
aho

B = —kB'/m és C = —k(C'/v/m? + w?.

Jegyezziik meg, hogy nincs definidlva, mi torténik a ¢, idépont utdn. A tovabbiakban
az empirikus vizsgalatok soran a paraméterek becslését ezzel a feltételes varhato értékkel
végzik.

3.2. A valsag-elorejelzé modell

Sornette-¢k meghataroztak egy valsag-elérejelz6 modszert, ami az I. M. Gelfand altal kifej-
lesztett foldrengés-elérejelzd eljarasan alapszik. A valsag-eldrejelzési technika elso 1épése,
hogy az id6sort kiilonbdzoé hosszusagu intervallumokra osztjak, és a modellillesztést min-
den egyes intervallumon végrehajtjak. A valsag kozeledtével pedig a modell becsiilt para-
méterei megvaltoznak. A modszer tovabbi részében ebbdl a valtozasbol nyernek ki informa-
ciot a valsag lehetséges kozeljovobeli bekovetkezésérol. Az eljaras meglehetdsen Gsszetett,
az eredmény pedig egy 0 és 1 kozotti szam (alarmindex) lesz, amely egy valsagkozeli be-
kovetkezésének a valoszinliségét becsiili meg. Ezt az indexet felhasznalva, egy kereskedési
stratégiat is konstrualtak, amelynek eredményességeit szamos cikkben vizsgaltak. A mod-
szerr6l részletesen olvashatunk a szakirodalomban.®

6 SORNETTE, D.—YAN, W.-Woo0DARD, R. [2010]: Diagnosis and prediction of market rebounds in financial markets.
Physica A 391(4), 1361-1380.
SorNETTE, D.—Znou, W.-X. [2006]: Predictability of large future changes in major financial indices. Internatio-
nal Journal of Forecasting 22:153—168.
WANFENG, YAN—REBIB, RED—-W00DARD, RYAN—SORNETTE, DIDIER [2011]: Detection of crashes and rebounds in
major equity markets. RC working paper No. 11-001, July 8.
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4. A BIHARY ZSOLT-FELE RESZVENYARFOLYAM-MODELL VIZSGALATA
A BUBOREKKEPZODES SZEMPONTJABOL

Ebben a fejezetben a dr. Bihary Zsolt ltal fejlesztett részvényarfolyam-modellt mutatjuk be
a buborékképzodés szempontjabol. Bihary célja olyan stilizalt tényeket modellezni, ame-
lyekre a hagyomanyos geometriai Brown-mozgas nem képes; ilyen példaul a kereskeddk
stratégiait befolyasolo félelem és kapzsisag.

4.1. A modell

A részvényarfolyamok dinamikajat, hasonléan a mar megszokott geometriai Brown-moz-
gashoz, egy sztochasztikus differencialegyenlettel irjuk le. A kiilonbség viszont az, hogy itt
a u és o paraméterek nem determinisztikusak, hanem egy R, folyamattol fiiggenek:

t

R, = / exp(k(u —t))

—00

s,
S’U, '

fgy a részvényarfolyam-dinamika a kovetkezéképpen néz ki:
ds;

t

R, egy exponencialisan stlyozott mozgoatlag-folyamat, amely a multbeli hozamok su-
lyozott atlagat adja. Az exponencialis stilyozasnak koszonhetden a jelenhez kozeli ,,infor-
maciok” (hozamok) sokkal nagyobb sulyt kapnak, mint a multbeliek. Példaul u=¢ esetén
a suly értéke 1. A mult hatasa viszont exponencialisan csokken, amelynek sebességét a k
paraméter hatirozza meg. Intuitive gondolhatunk az R -re igy, mint a multbeli hozamok
sulyozott atlagara. Viszont a multat ,,szép lassan” elfelejtjiik.

Ebben a modellben tehat a drift és a diffuzio egyiitthatodja is fiigg a multbeli hozamoktol.
Az R, folyamatot differencidlva kapjuk a kdvetkez0 sztochasztikus differencialegyenletet
(tovabbiakban SDE):

dSt

dR; = —kR.dt + —.
t rat + S,

4.2. A konkrét specifikdcio

A modell legfontosabb kérdése, hogy mi legyen a konkrét specifikacid. Cél, hogy olyat
talaljunk, amely leirja azokat a viselkedési tényezdket, amelyekkel talalkozhatunk a piaco-
kon. Masrészt az is elvaras, hogy ez kell6képpen egyszeri legyen ahhoz, hogy matemati-
kailag kezelni tudjuk. A dolgozat szempontjabol a trend egyiitthatoja a relevans, ugyhogy
a tovabbiakban a szigmat konstansnak tekintjiik. A drift egyiitthatojanak konstrukcioja a
kovetkez6:
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kR , ha R; > 0;

ask Ry + 1o, ha Ry < 0.

Lathato, hogy az egyébként R -6l linedrisan fliggd trendegyiitthatoban egy torés van az
R =0 pontban, a trend viselkedését pedig az o, paraméterek hatarozzak meg. Amennyiben
a, és a, is pozitiv, az arfolyam mindkét iranyba elszallhat. Ha a hozamok mélyen zuhannak,
akkor a drift egyre negativabb lesz. Ha pedig nagy pozitiv hozamok dominalnak, akkor a
drift ndni fog. Példaul, ha egy részvény elkezd emelkedni, akkor az emberek gyakran pozi-
tivabban gondolnak ra. Azt hiszik, hogy ez egy hosszu tavu trend is lehet, ugyhogy venni
szeretnének, ami fokozza az emelkedést, és egyfajta ,,rally” indul a részvényarfolyamban,
amelyrdl senki sem szeretne lemaradni. Ez egy 6nmagat erdsité hatas, és ebbdl lehet egy
buborék. Gyakran akkor is megveszik a papirt, ha tudjak jol, hogy irrealisan magas az ara,
abban bizva, hogy a jovoben még magasabbra emelkedhet. Bihary ezt a viselkedést kapzsi-
sagnak nevezi.

A negativ iranyu extrém viselkedést magyarazhatjuk a félelemmel. Az emberek félnek,
hogy mindentiket elvesztik, és inkabb kiszallnak a poziciobdl, ami szintén dnmagat erdsitd
folyamat. Véleményem szerint viszont a legtobb esetben az jellemz0, hogy bizakodnak és
hisznek. Szeretnék visszanyerni az elvesztett pénziiket. Ebbdl kifolydlag a,-nek lényegesen
kisebbnek kellene lennie, mint o, -nek.

4.3. Buborék a Bihary-modellben

Ebben az alfejezetben megprobaljuk a Bihary-modellt beagyazni a szakirodalomba. Vizs-
galjuk, hogyan kapcsolodik a legfontosabb elméletekhez, illetve miben tér el, melyek az
elényei mas megkdzelitésekkel szemben.

Mivel itt is a drift egyiitthatd okozza a buborék kialakulasat, ez az elképzelés az el6z6
fejezetben emlitett JLS-modellhez 4ll kozelebb. A tovabbiakban az elemzést csupan a u,
egyiitthatora korlatozzuk, a o-t konstansként kezeljilk. Az el6z6 fejezetben definidltakhoz
hasonléan az S, részvényarfolyamat megolddsa a kovetkez6 sztochasztikus differencial-
egyenletnek (SDE):

dSt = ,u(Rt)Stdt + O'Stth.

Az elbz6 fejezet alapjan tudjuk, hogy Bihary-féle specifikacio esetén a részvényarfolya-
mok gyorsabban emelkednek, ha mar az elmult idészakban is magas pozitiv hozamok domi-
naltak. Ezt a viselkedést magyarazza Bihary a kapzsisaggal, azaz ha egy pénziigyi termék
ara trendszeriien emelkedik, akkor ez csabit6 hatassal van azokra a befektetokre, akik nem
szeretnének lemaradni a ,,rallyrdl”. A tovabbi vasarlasok egy keresleti nyomast gerjesztenek
a piacon, aminek hatasara az ar tovabb emelkedik. Ilyen piacon a termék kereskedelmi ara
konnyedén elhagyja a valos értékét (,,fair arat”), azaz kialakul egy buborék az arfolyamban.

A kovetkez0 alfejezetben egy szimulalt példan keresztiil szemléltetjiik, hogyan képes a
Bihary-modell a fent emlitett pszichologiai tényezdket leirva, buborékot kialakitani.
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4.4. Az arfolyamatok

Vegyiink alapul egy vilagkereskedelemben érintett nagyvallalatot, amelynek gazdasagi
(,,redlis”) értéke nagyban fiigg a vilaggazdasag allapotatol. A vildggazdasag komplexitasa
miatt nehéz a jovot elére jelezni, tehat nem tulzas a vallalat értékalakulasat a kdvetkezd
sztochasztikus folyamattal (GBM) leirni:

dVy = poVidt + oV dWy,
ahol u és o is konstansok.

A szakirodalomhoz kapcsolodva tételezziik fel, hogy a vallalat élethossza csupan egy ¢
megallasi ideig tart. Ezt tobbféleképpen lehet indokolni: lehet csdd, fuzio, felvasarlas. De
akar azt is elképzelhetjiik, hogy a vallalatot egy konkrét feladat végrehajtasa céljabol ala-
pitottak, a feladat végeztével pedig megsziinik, az értékét a tulajdonosok kozt osztjak szét.

A vallalat részvényeivel a tézsdén kereskednek. Tegyiik fel, hogy a befektetok nem
tudjak pontosan meghatarozni a vallalat realis értékét, tovabba, hogy olyan pszichologiai
tényezok is befolyasolhatjak oket az {izleti dontéseik meghozatalanal, mint a Bihary-féle
modellben definialt kapzsisag (1. 4.1. fejezet). Tehat pozitiv hozamok esetén azt feltételezik,
hogy a piacon beindult egy trend, amely hosszabb tavon fennallhat. Ebben a szituacidban
akkor is fizethetnek a valos arnal magasabbat a részvényekért, ha tisztaban vannak a fair
arral, pusztan azért, mert arra szamitanak, hogy kés6bb még dragabban el tudjak adni.’” Ez
a gondolatmenet megfelel annak az esetnek, amikor a vallalat tézsdei részvényeinek érték-
alakulasat a mar emlitett SDE irja le:

dSt = M(Rt)stdt + O'Stth.

A szakirodalomhoz hasonléan a tovabbiakban gy definialjuk az eszk6z araban meg-
jelend buborékot, hogy az a piaci ar és a vallalat valos ara kozotti kiilonbség. Fontos latni,
hogy ebben a modellben ugyanaz a o volatilitds-egyiitthat6 és W, Brown-mozgas szerepel
a két SDE-ben. Tehat a [0,7] iddintervallumon létrejott kiilonbséget egyszertiien leirhatjuk a
kovetkezd integrallal:

t ¢ t

Be =S¢ = Vi= o /(Su —V,)du+ o—/(su —V,)dw, + /ozukRudu.

0 0 0

7 Mint ahogy azt lathattuk megannyi buborék esetén a torténelemben.
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Az abran lathatd, hogyan alakulnak az arfolyamok a t6zsdén, ellentétben a vallalat valos
értékével. Eleinte a vallalat értékalakuldsa nem mutat semmi érdekességet, de amikor egy
viszonylag hosszabb tav1, éles pozitiv trend mutatkozik meg a véallalat értékében, a tézs-
dei arfolyam szintén emelkedik, am a trend utdn a vallalat értékalakuldsa ismét egyszerti
,bolyongasra” emlékeztet. Ezzel ellentétben a t6zsdei arfolyamok tovabb emelkednek az
emberi tényezd miatt. A vallalat értéke kétszer is csokkenni kezd, ezt magyarazhatjuk nega-
tiv gazdasagi, politikai eseményekkel, hirekkel. Természetesen ezekrdl az eseményekrdl a
tozsdei kereskeddk is tudomast szereznek?®, tehat a tézsdei arfolyamokra is hat. Az optimiz-
musnak kdszonhetden viszont csak kisebb mértékben (kevésbé meredek a zuhanas), mint
az indokolt lenne, és utana folytatdédik a gyors novekedés. A jobb felsé abran a korabban
definialt buborék (B) €s a két dr mértékii tagja, az alatta 1év6 dbran pedig a buborék di¥,
mértéki tagja lathato.

8 Feltételezhetjiik, hogy azonnal.
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3. abra
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A fenti dbran egy negativ buborékra lathatunk példat. El6fordulhat, hogy egy vallalat
gazdasagi értéke nem indokol arfolyamcsdkkenést, mégis zuhan az ara a t6zsdén. Ennek
oka lehet példaul hamis hiresztelés a vallalat értékérdl, ami aztan panikot sziil a befektetok
korében. A szakirodalom szamos cikke is foglalkozik® olyan negativ buborékok esetével,
amikor a buborékot nem egy krach, hanem egy uigynevezett ,,visszapattanas” sziinteti meg.

Az abran lathatjuk, hogy a kezdeti hosszt negativ trendet a befektetdk tulreagaljak, és
akkor is tovabb csokken az arfolyam, amikor mar az nem lenne indokolt, majd a vallalat
értékében egy pozitiv trend alakult ki, amelyet kedvezd valtozas okozhatott a gazdasagi
kornyezetben. Természetesen errdl a befektetdk is kapnak hireket, aminek hatasara egy ro-
vid iddre emelkednek a részvényarfolyamok. A befekteték viszont még nem felejtették el
a hosszu tavu zuhanast. A pozitiv hirek nem voltak elég erdsek, hogy megvaltoztassak az
altalanos piaci hangulatot, az arak tovabb esnek. Ez a folyamat pedig dnmagat erdsiti.

4.5. Ugrdfolyamat épitése a Bihary-modellbe

A Bihary-modell gyenge pontja, hogy noha a részvényarfolyam-dinamikaban megvan a
lehetéség a részvényarfolyam gyors emelkedésére, a buborék utani dsszeomlasra mar nincs.
Ehelyett ez egy onmagat er6sitd folyamat, amely a végtelenségig is képes az arfolyamot
emelni.

9 JoHanseN, A.—Lepoit, O.—SorNETTE, D. [2000]: Crashes as critical points. 3:219-255.
SORNETTE, D.—YAN, W.—WooDARD, R. [2010]: Diagnosis and prediction of market rebounds in financial markets.
Physica A 391(4), 1361-1380.
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A 3.1. fejezetben emlitett JLS-modellhez hasonldéan a Bihary-modellben is definidlha-
tunk egy ugrofolyamatot, amely a valsagot szemlélteti:
dsS;
—— =U
s, !
ahol U, egy ugroéfolyamat, ami 0 és 1 ért€keket vehet fel.

(Rt)dt + O'th - /ﬁ]Ut,

Ez a fajta megkdzelitésmod két fontos kérdést vet fel. El6szor is: mi legyen a x, azaz
mekkorat zuhanjanak az arfolyamok egy valsag soran? Mésodszor pedig, hogy milyen va-
losziniiséggel vegyen fel 1 értéket az U, Az irodalom a x meghatarozasanal egyszertien a
multbéli valsagok méretének az atlagat vette, tehat x egy konstans.

A 3. fejezet gondolatmenetét kovetve, meghatarozzuk az ugrds valdszintiségét leird
h(?) fiiggvényt. Azzal a feltételezéssel élve, hogy a részvényarfolyam-folyamat egy lokalis
martingdl, tehat a dinamikéjanak a kockéazatsemleges mérték szerinti feltételes varhatd ér-
téke 0:

d
B <?|E> = p(Ry)dt + o E(dW,|F;) — kE(Uy|F) = p(Ry)dt — kh(t)dt = 0.
t

Ebbdl kapjuk, hogy
M(Rt) = o + Oélk’Rt == Kh(Rt)

Az egyszerlibb elemzés miatt egyel6re tekintsiink el u -tol. Lathatjuk, hogy a valsag
bekovetkezeésének valoszinliségét meghatarozé h(R) az R -nek egy skalarszorosa. A szak-
irodalommal ellentétben mar nem id6fiiggd, hanem a multbeli hozamoktol fiigg. Ez jelentds
kiilonbség a két modell kozott.

Ahhoz, hogy vizsgalni tudjuk a buborék kialakuldsanak szakaszat, tegyiik fel, hogy két
egymast kdvetd krach a ¢ és T idépontban kdvetkezik be. A koztiik 1évo idGintervallumban
eleinte nyugodt piaci koriilmények zajlanak, majd elindul a buborék kialakulasa. A ¢ utani
nyugodt piac feltételezésiinkhdz az R, értéket nullara kell allitanunk. Ekkor az S -ben még
nem indul el a buborékképzddés, ehhez el6szor egy pozitiv trendre van sziikség, amit fun-
damentalis tényezdk indokolnak.

Ezen a szakaszon a folyamat varhato értéke a buborék kialakulasanak trendjét jelenti. A
korabbiak alapjan

E (d?stm) = w(Ry)dt + ocE(dW;) = p(Ry)dt = kh(Ry)dt.
t

Eddig a pontig kovettiik a szakirodalom elemzési menetét, a kiilonbség csupan az, hogy
mas megkdzelitéssel magyarazzuk a motivaciot a buborék kialakulasara. A mi esetiinkben
viszont ennek a differencialegyenletnek a kiszamitasa nem konnyt feladat. Mig az iroda-
lomban az £, % = kh(t)dt DE pusztan idéfiiggd volt, itt a maltbeli hozamok mozgoat-
lagatol fiigg, ami miatt nem tudjuk egyszeriien megoldani.

Ezt a problémat megkeriilve, a részvényarfolyamok helyett azok logaritmuséanak kiilonb-
ségevel foglalkozunk. Legyen X =in(S), ekkor

B x17) - £ (1 (%) 7).
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Amig a szakirodalom a

InEp(t)) = A+ B(t. —t)" + C(t. — t)™ cos(win(t. — t) — ¢),
fiiggvényt illesztette az arfolyamok logaritmusara, addig mi az X -k kiilonbségének varhato
értéket illesztjiik az idésor loghozamaira.'® A varhato értékre (amit egy fliggvényként de-
finidlunk) egy parcialis differencialegyenletet irtunk fel, amelyet aztan megoldottunk. Az
eredmény pedig a kovetkezo:

fl(T) =F (XT — Xt|Rt = 7") =

HoCx ( Ho B 002) + Ho¥ e(ozfl)lm' 4+ (1 _ 6(o¢71)k‘r> o

_(ozfl)zkJr l—a 2 (a—1)2k l-a

Amit kaptunk, az egy konstans, egy konstanssal szorzott exponencialis tag és linearis tag
Osszege. Jegyezziik meg, hogy a konstans biztositja azt, hogy 0-bdl induljon a folyamat, tehat:

filr)=—P1+P2-7+ P1-¢M,

ahol ,
Pl= 2 (G +r) P2 = (£ - %) &
P3 = (a— 1)k

Fontos latni, hogy itt az r szintén egy konstans, amit a multbeli hozamokbo6l szamolha-
tunk ki, mivel a feltétel a varhato értékben azt jelenti, hogy ismerjiik a multat.

Empirikus tapasztalataink alapjan ez a fliggvény jol illeszkedik kiilonb6zd idésorok
buborékkialakulasi szakaszaira. A tovabbiak soran viszont egy kvadratikus fliggvényt
hasznalunk a modellillesztéshez. Ekkor a paraméterek szamat kettére csokkentjiik, ame-
lyek egymastdl jol elkiiloniilve, a linearist és a gorbiiletet irjak le. A két fiiggvénytipus nem
ugyanaz, de kis gorbiilet esetén az eltérésiik nem jelentds. (Szamos illesztés soran lattuk,
hogy a kvadratikus fiiggvény is hasonldan jol illeszkedett.) A fiiggvénycserére azért van
sziikség, mert a fenti képletben a paraméterek kdzotti szoros Osszefiiggés gondot okoz az
interpretacidban. Viszont az 0j paraméterek egyike a gorbiiletért, a masik pedig a lineari-
tasért felelds.

A Bihary-modell is alkalmas a 3. fejezetben emlitett valsag-elorejelz6 modszer alkal-
mazasara. Empirikus vizsgalatok azt mutatjak, hogy a valsaghoz kozeledve, itt is valtozik
a becsiilt paraméterek eloszlasa. Ez nem tul meglepd, hiszen a modell tigy van konstruélva,
hogy a loghozamok exponencialisnal gyorsabb sebességgel novekedjenek. Minél magasabb
szintet érnek el, annal nagyobb valosziniiséggel kovetkezik be a valsag, tehat minél merede-
kebben novekszik az arfolyam, annal kdzelebb a krach. Ebbdl kifolyodlag az elérejelz6 indi-
katorunk lehetne egy egyszerti meredekség is. Talan Sornette-ék modszere megbizhatobb,
mert joval tobb becslés eredményét 6sszesiti egyetlen szamban.

A szakirodalomban bemutatott JLS-modellhez kapcsolodd valsag-elérejelzé modell
meglehetdsen szofisztikalt. A modell tobb szabad paraméterrel rendelkezik, amelyeknek
a kiilonboz6 bedllitasai befolyasoljdk az eredményt. Ennek ellenére Sornette-ék messze-
mend kovetkeztetéseket vonnak le a mddszer alkalmazasanak eredményeibdl. Az eléalli-
tott alarmindex a valsag kozeljovobeli bekovetkezésének valdszinliségét becsli, ami egy

10 A feltételes varhato értéket a Kochmeister-palyazat E fiiggelékében szamoltuk ki. A szamitas soran a
Backward—Kolmogorov-modszer egy modositasat hasznaltuk Bihary otlete alapjan.
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kereskedési stratégia alapjat szolgéalja. Mivel multbeli informacidkat felhasznalva hoznak
allitast a jovore vonatkozoan, ez a fajta elképzelés az erdsen vitatott technikai elemzésre
emlékeztethet minket. Amennyiben létezik is egy modellel leirhat6 kapcsolat a mult és a
jovo arfolyam alakulasa kdzott, nem lehetiink biztosak benne, hogy ez a fajta kapcsolat nem
valtozhat.

Habar az irodalom t6bb cikkében pozitiv eredménnyel alkalmaztik az eljarast kiilon-
b6z06 piacok kiilonbozé termékeire, nem allithatjuk, hogy az emlitett stratégiaval kocka-
zatmentes hozamot érhetiink el. Szamos kutat6 hasznalta az eljarast annak ellenére, hogy a
tuddsok korében sincs egyetértés sem a buborék, sem pedig az azt kdvetd valsag definicio-
jaban. Egyik cikkben'! példaul egy szazéves idésoron csupan 3 valsagot definialtak. Ekkor
viszont a stratégia is csak atlagosan 30 évente alkalmazhat6, ami valdszintileg nem relevans
egy hedge fund szamara. (Jollehet, a portfolid kockazatos eszkdzeinek leépitése tobb 1épés-
ben torténik, de nem 30 év alatt) Egy masik cikkben'? egy sokkal gyakoribb kereskedé-
si stratégiat javasoltak, ami a negativ buborékok esetén is trade-jelzést biztosit a kereske-
doéknek. Ebben az esetben pedig gyakori buborékkialakulést feltételeziink. A matematikai
elemzésekbdl kideriil, hogy buborék barmikor véletlenszertien kialakulhat az arfolyamban,
ennek ellenére a folyamatos kereskedést biztositd stratégia inkabb a mar emlitett technikai
elemzés témakorébe illene, mint a buborék frissen kialakulo elméletébe.

Tovabba, az irodalomban nem foglalkoznak a kereskedési korlatokkal sem. Amennyiben
egy nagyméretli hedge fund akarja hasznalni a stratégiat, komoly gondot okozhat, hogy a
buborék kipukkanésa kdrnyé€kén a piac keresleti oldala kiszarad. Ez a likviditasi probléma
a piacon kialakuld panik kovetkezménye, amit az elsé nagyobb eladési hulldim von maga
utdn. Tehat nagy tékével nem lehet kidurrands el6tt kiszallni, mert maga a kiszallas fogja
beinditani a buborék kipukkanésat. Az egyetlen megoldas a portfolié folyamatos leépitése,
igy alacsonyabb profitot érhetiink el, de semmiképp sem ragadunk benn a buborékban. Ha-
talmas téke esetén ezzel lassitjuk a buborék kialakulasat is, ha pedig mar nagy buborékban
vagyunk, akkor ebben az esetben is elindithatjuk a piaci zuhanast. Természetesen kis toké-
vel rendelkezd befektetdnek egy likvid piacon nem okoz problémat a krach eldtt kiszallni,
amennyiben sejti a megfeleld kiszallasi idépontot.

A technikai elemzést elutasité szakemberek gyakran Ugy érvelnek, hogy ha egy straté-
gia miikodne, akkor az széles korben elterjedt volna. Ekkor viszont a stratégiat nagy szam-
ban alkalmazok felhagytak volna azzal a piaci viselkedéssel, amellyel eredetileg a profitot
akartdk kinyerni. Ez a mi valsag-eldrejelz6 modelliinkre is igaz. A buborék kdzbeni fo-
lyamatos eladas meggatolna a buborék tovabbi novekedését, s6t megsziintetné a létezését
még ,,kezdeti stddiumban”. Tehat ha a stratégiadval nem is lehet pénzt keresni, az elterjedése
hasznos lenne a tarsadalom szdmara (amennyiben valéban helyesen jelzi a buborékokat).

A leirtakat atgondolva ugy dontottiink, hogy nem célunk egy konkrét valsag-eldrejelzd
modell és kereskedési stratégia megalkotdsa. Bar — ahogy mar emlitettiik — az irodalomhoz
hasonloan a Bihary-modell is alkalmas a stratégia megalkotasara. A spekuldcios motivaciok
helyett egyfajta figyelmeztetést ado eljarast fogalmazunk meg. Az alapveto feltételezésiink,

11 SorNETTE, D.—ZHou, W.-X. [2006]: Predictability of large future changes in major financial indices. Internatio-
nal Journal of Forecasting 22:153—168.

12 WANFENG, YAN—REBIB, RED—W00DARD, RYAN—SORNETTE, DIDIER [2011]: Detection of crashes and rebounds in
major equity markets. RC working paper No. 11-001, July 8.
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hogy nyugodt piaci kornyezetben a multbeli adatok nem hordoznak informaciot a jovére
nézve. Ennek ellenére a piacon tapasztalhaté olyan specialis, extrém viselkedés, amikor az
emberek pszichologiai szempontok miatt hasonldan viselkednek, és ezaltal kialakul az un.
csordaszellem. Ez egybevag azzal a feltételezéssel, hogy a valsaghoz kozeledve a becsiilt
paraméterek eloszlasa szignifikdnsan kiilonbdzik a nyugodt piacon tapasztaltakétdl. Tehat
ezek a paraméterek valoban hordozhatnak informéciot a valsag kialakulasarol.

Az irodalommal ellentétben mi nem szdmszerisitjiikk ezt az informaciét vitathatd és
bonyolult eljarasokkal, hogy aztan spekulativ szdndékainknak eleget tegyiink. Pusztan a
paramétereknek egy olyan tartomanyat adjuk meg, amely figyelmeztetd jelzés lehet a szaba-
lyozas vagy a monetaris politika szamara. Talan a megfelel6 szervek képesek a szabalyozas
eszkozeivel kezelni, enyhiteni a krach hatdsat a gazdasagra. Vételi vagy eladasi jelzések
helyett pedig legfeljebb annyit allitunk, hogy a kockazatkeriilé6 emberek szdmara nem ja-
vasoljuk az adott termék megvételét. A cél, hogy a paramétereknek egy olyan tartomanyat
adjuk meg, amelyben az esetek tulnyomo6 tobbségében nagyobb zuhanas alakulhat ki. Ez
a fajta eldrejelzés nem olyan preciz és megbizhato, hogy a pénziinket kockéaztassuk, azért
lehet figyelmeztetés. Ha tévediink, nem veszitettiink semmit; ha azonban igazunk volt, és a
szabalyozas aszerint cselekedett, talan enyhitettiik a valsag hatasat.

4.6. Az ingatlanbuborék és a 2007-es valsag

A 2000-es évek elején kialakult ingatlanar-buborék 2007-es kipukkandasa globalis gazdasagi
vilagvalsaghoz vezetett, tehat fontos megérteni, milyen tényezok alltak az irrealis arfolyam-
novekedés hatterében. 2000 és 2002 kozott az Alan Greenspan vezette Fed erés kamatva-
gasa hozzajarult tobbek kozott a jelzalogalapu hitelek kamatainak csokkenéséhez és gyors
elterjedésiikhoz. Ezzel tehat nétt a lakasvasarlasok szama. Raadasul a bankok — latva a
folyamatosan emelkedd ingatlandrakat — ugy gondoltdk, megengedhetik maguknak, hogy
akar nulla 6nrésszel is hitelt nyujtsanak, illetve egyre ,,kevésbé jo” ligyfeleket is hitelhez
juttattak (lasd NINJA hitel). Ez pedig tovabb fokozta a keresleti nyomdst az ingatlanpiacon.

A pozitiv hangulat hatdsara az emberek gyakran spekulativ szandékkal vasaroltak in-
gatlant. Az olcso6 hitelbdl egy olyan termékhez juthattak hozza, amely nagyon magas (a hi-
telkamatlabnal is magasabb) hozamokat biztositott. Az arfolyam 2005-ben érte el a csucsat,
miutan révid stagndlast kdvetéen gyors zuhanasba kezdett. A piacon kialakult az eladasi
panik. Ezt a negativ folyamatot erdsitette tobbek kozott, hogy az embereknek gyakran tob-
bet kellett visszafizetniilik, mint a fedezet, tehat jobban megérte felmondani a hitelt.

A 2007-es ingatlanar-zuhands a CDO-k (Collateralized Debt Obligation) és a téke-
attétel kovetkeztében az egész vilagra kiterjed6 gazdasagi valsdgot eredményezett. Bar
sokan felhivtak a figyelmet a buborék létezésére és az esetleges valsag veszélyeire, de a
szabalyozok nem tették meg a megfeleld 1épéseket, amelyek id6ben kezelték volna a prob-
lémat. Amennyiben lettek volna megbizhatd, valsadgot jelzé modellek, amelyek felhivjak
a figyelmet a veszélyre, akkor talan az emberek sem lettek volna ennyire mohdk; masrészt
pedig a szabalyozas is jobban beavatkozott volna. Ennek tiikrében a kovetkezokben meg-
vizsgaljuk, a Bihary-modell hogyan viselkedik az ingatlanarak esetén az emlitett idészak
vizsgélatakor.
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A vizsgalathoz sziikséges adatok a Standard & Poor’s Case-Shiller Home Price Indices
adatsora biztositotta, ami az Egyesiilt Allamok egyik inflaciéval korrigalt ingatlanar-in-
dikatora. Korabban mar emlitettiik, hogy a Bihary-modellt egy kvadratikus fliggvénnyel
jol kozelithetjiik, ahol a P, paraméter a négyzetes taghoz tartozik, a P, pedig a linearis tag
egyiitthatoja.

4. abra
A modellillesztés kiilonb6z6 varosok arindexe esetén
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A fenti abrédn a kiilonb6z6 varosokhoz tartozé arfolyamindex modellillesztésének ered-
ményeit szellemesen egy un. bubble plot segitségével jelenitjiik meg. Az dbrakon az x ten-
gely a P, paramétert, az y tengely pedig a P, paramétert jeloli. A buborékok méretei pedig a
zuhands méretét jelolik. Mivel a felfuto idoszakban ez az érték nem létezik, a krach pedig
meglehetdsen gyorsan lezajlik, a kisebb golydkhoz nem rendeliink valtozo sulyokat. Csupan
egy ponthoz, a buborék cstucspontjahoz rendeltiik hozza az arfolyamesés szazalékos értékét.
A t6bbi pontot stly nélkiil abrazoltuk, jelezvén, hogy ott is van megfigyelés, amikor épp
nincs valsag. Az abrabdl arra is kovetkeztethetiink, hogy a buborék novekedése lassabb
folyamat volt, mint a kidurranas, ugyanis a buborékok kdzotti tavolsag nott.
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5. abra
A modellillesztés Miami ingatlanar-indexe esetén
Home Price Index for Miami, Florida
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Ezen az abran Miami ingatlanarain keresztiil megfigyelhetjiik, hogyan is alakult ki
a buborék, majd pedig a valsag. Kezdetben az origd kornyékén szorddott, ekkor még vi-
szonylag nyugodt volt a piac, majd elindult a buborékképzddés, és északnyugati iranyba
haladtak a paraméterek. A valsag bekovetkezésénél pedig elérte a bal sz€lsé csticspontjat
a P, ertekében. A krach utan csokken a paraméterek €rtéke, s elmegy egészen a délkeleti
siknegyedbe. Ez nagy negativ meredekséget és immar konvex fiiggvényt mutat. Tobb varos
esetén is hasonlo a viselkedés. A kiilonbség, hogy minél nagyobb volt a buborék és az azt
kovetd bezuhanas (szazalékos esés), anndl inkabb ment el északnyugati irdnyba.

5. OSSZEFOGLALAS

A dolgozat £6 kutatasi teriilete az eszkdzarbuborékok matematikai modellezése, ami a szto-
chasztikus folyamatok elméleti keretein beliil egyszerre jelent elméleti kihivast és gyakorlati
haszonnal jaro feladatot is. Els6dleges célunk volt olyan matematikai modellt talalni, amely
jol leirja a t6zsdén tapasztalt buborékok kialakuldsat és az azt kdvetd piaci dsszeomlast.
Ezt kdvetden pedig azt vizsgaltuk, hogy egy ilyen modellt hogyan lehet hasznalni buborék
kimutatasara vagy egy valsag elorejelzésére. Harom elképzelést mutattunk be modellezés
céljabol: az els6 két modell a szakirodalom két nagy taboranak kutatasain alapul, mig a har-
madik a Bihary Zsolt altal felvazolt részvénydinamika tovabbfejlesztése.
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A 2. fejezetben Protter az eszkdzarbuborékot a piaci arfolyam és a fundamentélis ar
kiilonbségeként definidlta. A fundamentalis ar meghatarozasara pedig a jovobeli kifizeté-
sek (osztalékok) kockazatsemleges varhatd értékének a jelenértékét hasznalta. Viszont a
jovobeli pénzaramlatot egy sztochasztikus folyamattal adta meg, tehat ebben a modellben
is fenndll ugyanaz a probléma, mint a valésagban: nem tudjuk pontosan meghatdrozni a
fundamentalis arat. Az igy definialt alapmodell viszont elegendd volt ahhoz, hogy olyan
kovetkeztetéseket vonjon le, amelyek segitségével jobban megérthetjiik a buborék visel-
kedését. Ezzel szemben a JLS-modellben egyaltalan nem is torekedtek a buborék konkrét
modellezi. A Bihary-modellben szintén ezt az elképzelést kovettiik. Tehat nem adtunk va-
laszt olyan kérdésekre, hogy mi is a buborék, vagy mekkora a mértéke. Ezeket megkeriilve,
olyan kérdéseket akartunk megvalaszolni, hogy jelen pillanatban buborékban vagyunk-e, és
mikorra varhato6 a krach.

Protter a modelljét a lokalis martingalelméletre alapozza, és a drift egylitthatdjat
konstansnak valasztva, a volatilitds egytitthatojat tartja felelosnek a kialakult buborékért.
Sornette-¢k ennek az ellenkezdjét allitjak, szerintiik a drift az, ami miatt a részvényarfo-
lyam elszéallhat. Ebbdl az elképzelésbdl viszont még hianyzik, hogy egy buboréknak ki is
kell durrannia, ami nagymértéki piaci esést eredményez. Ezt ugy oldottdk meg, hogy egy
ugrofolyamatot épitettek a modellbe, amelynek az intenzitasa Osszefiigg a trend egyiittha-
tojaval.

A Bihary Zsolt-féle részvényarfolyam-dinamikéaban szintén olyan drift-specifikacio sze-
repel, amely irredlisan magas arfolyamokat eredményezhet, tehat a dolgozatban a szakiro-
dalomhoz hasonléan kiegészitettiik a Bihary-modellt egy ugrofolyamattal. A legfontosabb
eltérés Sornette és tarsai modelljéhez képest, hogy mig 6k el6szor az ugras bekovetkezé-
sének valoszintiségét definialtak, és abbdl szamoltak ki a driftet, addig mi logikailag az
ellentétes iranyt valasztottuk. A Bihary-modellben definidlva van a drift, amelybdl lokalis
martingdl folyamatot feltételezve, kiszdmolhatjuk az ugras intenzitasat. A kiilonbség nem
csupan az, hogy logikailag ésszerlibb utat valasztottunk, hanem egy teljesen mas felépitésii
modellt kaptunk.

Sornette-¢ék a historikus adatok alapjan megfigyelték a buborék kidurranasanak idépont-
jat (¢), és ahhoz id6ben kozeledve, az exponencialisnal gyorsabb litemben ndttek az arfo-
lyamok, tehat egy idofliggd dinamikat kaptak. Ennek a megkozelitésmodnak az az elénye,
hogy ha a részvényarfolyam varhato értékét szeretnénk megkapni, konnyedén megoldhatjuk
a pusztan idofliggd differencialegyenletiinket. A probléma viszont az, hogy azon tul, hogy
a buborékban gyors és magas arfolyam-ndvekedést feltételeztek, nem épiil be a modellbe
semmiféle kozgazdasagi hattérelmélet vagy pszichologia tényezd. Masrészrdl, amennyiben
a jovot szeretnék elére jelezni, mar nem olyan egyértelm( a ¢, meghatarozasa.

Ezzel ellentétben a Bihary-modell ugy van specifikalva, hogy a drift novekedéséért
a multbeli hozamok felelések, amit egyetlen szamba, az R, exponencialis mozgdatlag-fo-
lyamatba stritiink. Ezt azzal magyaraztuk, hogy az emberek, 14tvan a magas hozamokat,
optimistabban gondolkodnak a termék megvételér6l. Amennyiben a hozamok mar kezde-
nek kiemelkedO6en vonzdak lenni, sokan nem is a termék miatt akarnak beszallni, hanem
egyszeriien nem akarnak lemaradni a rallyrél. Ez pedig egy dnmagat erdsitd folyamat,
aminek egy krach vet véget. Komoly probléma viszont, hogy nem olyan egyszerii dolog a
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részvényarfolyam varhato értékének a meghatarozasa, mivel a dinamika nem csupan id6-,
hanem R -fiigg6 is. Ennek a problémanak a megoldasa céljabol attertlink az arfolyamokrol
a loghozamokra, ahol a Backward—Kolmogorov-egyenletek egy médositasaval'® ki tudtuk
szdmolni a varhat6 értéket. Tehat a technikai nehézségeket megoldva, egy kozgazdasagilag
megalapozottabb modellt sikeriilt adnunk, mint Sornette-éknek.

Protter szintén nem kozgazdasagi alapon fejlesztette modelljét, de matematikai szem-
pontbdl precizen kidolgozta azt. Legfontosabb allitasa, hogy egy részvény arfolyamaban ak-
kor lehet buborék, ha az egy szigoruan lokalis martingal. Ennek vizsgalatara modszertant is
alkotott, amelynek alapjait a jelen cikkben is bemutattuk. Ezt az eljarast alkalmazta szamos
termék esetén, és sok esetben sikeresen mutatta ki a buborék létezését. A tanulmany az in-
verz Bessel-folyamattal konkrét példat is biztositott szigortian lokalis martingalfolyamatra.
Ezzel a folyamattal az a probléma, hogy szimulacidink soran gyakran kideriilt, hogy a bu-
borék vagy relative gyorsan nétt meg, vagy pedig relative lassan durrant ki. Gyakran ugyan-
annyi id6 volt a felépiilése, mint a kipukkandsa, ami az empirikus tapasztalatok alapjan nem
valosaghti allitds. Ezzel szemben a masik két modellben az ugréfolyamat azonnali esést
eredményez. Itt a probléma inkabb az, hogy az esés mértékét (x) nem lehet jol eldrejelezni.
Amennyiben pusztan a buborékszakasz érdekel benniinket, és még a kidurranésa elétt meg
akarunk szabadulni a portf6lionktol, akkor ez a probléma nem relevans.

A 2. fejezetben bemutatott modellben a buborék véletlenszeriien, barmikor kialakulhat,
mig a 3. fejezet modelljében folyamatosan gerjed. A ndvekedés sebessége viszont atlagosan
nd, de egy koszinuszos tag folyamatos rovid tavu korrekciokat visz a buborékképzddésbe.
A Bihary-modell buborékfelépiilése szintén gyorsabb az exponencialisnal, viszont nem kap
korrigéalast egy kiilon taggal, ami bonyolitana az illesztést, és ndvelné a paraméterek sza-
mat. Viszont lehetnek negativ hozamok is a piacon, mivel a trend mellett még egy Wiener-
folyamat is befolyasolja a hozamokat. Amennyiben a difftizié nagy sulyt kap (nagy o), akkor
a Wiener folyamatunk az R -n keresztiil és kozvetleniil is lassithatja a buborékkepzddést,
vagy akar csokkenést is eredményezhet. Ez a viselkedés pedig alapbdl benne van a modell-
ben anélkiil, hogy sziikségiink lett volna koszinuszra.

Mindkét trendmodellre lehet alkalmazni a Gelfand médszerén alapulé alarmindexet
hasznal6 valsag-elorejelzd eljarast, és ezek alapjan megadhato egy kereskedési stratégia is.
Amennyiben ez a stratégia miikddik, akkor azt allithatjuk, hogy a multbeli arfolyam alaku-
lasabol nyeriink informdaciot a jovobeliekre. Ez a gondolat sokakat az erdsen vitatott techni-
kai elemzésre emlékeztetheti. Tehat valoban egy olyan mddszert adtunk meg, amely leirja,
hogy a multbeli informacidkra az emberek kollektivan milyen 1épést tesznek.

Sornette-ékkel ellentétben, nem célunk ilyen kovetkeztetéseket levonni. Helyette egy
olyan vilagot feltételeziink, ahol a nyugodt piaci koriilmények kozott a miltbeli hozamok
valoban nem hordoznak informacidt a jovére nézve. Extrém, szélsOséges esetekben viszont
az embereket befolyasoljak ugyanazok a pszicholdgiai tényezdk, amelyek kollektiv viselke-
déshez vezetnek. Az irodalomban szokas ezt csordaszellemnek is nevezni. Ezen viselkedés
hatasédnak szamszerisitése meglehetésen nehéz feladat. A 3. fejezet eldrejelz6 modszere
erre probal kisérletet tenni. Cikkiink 6vatosabban kezelte a kérdéskort. Nem hasznéltuk az
alarmindexes eldrejelzé modszert a Bihary-modell esetén (habar technikailag lehetséges

13 L. Kochmeister-palyazat, E fuggelék
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lenne), hogy kereskedési stratégiat valositsunk meg, amely soran valsagokra és buborékok
ellen fogadunk. Viszont nem is akartuk a paraméterekben hordozott informéaciot parlagon
hagyni, ezért vizsgalat ala vontuk a becsiilt paraméterek €s a bekovetkezett valsagok kap-
csolatat.

Az empirikus elemzéseket a 2007-es ingatlanbuborék kidurranasanak vizsgalatara,
tesztelésére végeztiikk. A Bihary-modell jol illeszkedett az adatsorokra. A paraméterek
konnyebb értelmezhetdségének szempontjabol a Bihary-modellt egy kvadratikus fliggvény-
nyel kozelitettiik, amely szintén nagyon jo6 illeszkedést mutatott. Az eredményeink alapjan
annyit elmondhatunk, hogy a loghozamokban meglehetésen nagy linearis és nagy negativ
gorbiilet egyiitthatok esetén alakultak ki a valsagok, tovabba a zuhanas szdzalékos érté-
ke tobbnyire Osszefiigg a paraméterek abszolut értékével. Ezt kiillonb6zd idésorok adatain
vizsgaltuk. Tovabbi vizsgalatok alapja lehet ennek a kapcsolatnak a feltérképezése. Esetleg
klasszifikacios modszereket alkalmazva, megadhatjuk a paramétereknek egy olyan tarto-
manyat, amely esetén nagy valosziniséggel valsag kovetkezik be. Ez az eljaras, ha nem is
eléggé megbizhato egy kereskedési stratégia megalkotasahoz, esetleg egy szabalyozoé szer-
vezet hasznos indikatora lehet, amely utal a buborékok és valsagok kialakulasara.

A dolgozat legfobb kérdése, hogy 1étezhet-e buborékot és valsagot vizsgaldé mddszertan.
A valaszunk egyértelmiien igen. Sot, sikertilt egy matematikailag az irodalomhoz hason-
l6an hatékony modellt konstrudlnunk sokkal tobb kozgazdasagi tartalommal. A kiilonbd-
z6 modellek eldrejelzd képessége mar vitathatobb kérdés. A modellek megbizhatdsaganak
vizsgalata és teljesitményeik dsszehasonlitasa tovabbi empirikus teszteket igényel kiillonbo-
z0 piacok kiilonbozd termékeire.
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