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ERGODELMELET ES KOZGAZDASAGTAN
Hozzdszolds Bélydcz Ivin cikkéhez

Simonovits Andrds

Ebben a rovid hozzaszolasban Bélyacz Ivan tanulményanak (Bélyacz, 2017)!
néhany gondolatat szeretném modellezni. A determinisztikus és a sztochasztikus
dinamikai rendszerek elemeinek attekintésével egyrészt az ergodicitas fogalmat
probalom jobban megvilagitani, masrészt ramutatok: nincs okunk feltételezni,
hogy egy gazdasagi rendszer ergodikus. Végiil megmutatom, hogy a racionalis
varakozas determinisztikus valtozata milyen problémat okoz, amely elkeriilhet$
a naiv varakozas esetén.

JEL-kédok: C61

Kulcsszavak: dinamikai kozgazdasagtan, stabilitaselmélet, ergodicitds, racionalis
varakozasok

1. DETERMINISZTIKUS DINAMIKAI RENDSZEREK

Mérlegeljiink egy diszkrét idejli determinisztikus dinamikai rendszert
(Simonovits, 1998). Legyen t = 0, 1, 2, ..., az id8szak indexe, n > 1 természetes
szam a rendszer dimenzioja, és x, eR" a rendszer dllapota a t-edik idészakban.
Tegyiik fel, hogy egy idében valtozd f, fiiggvény egyértelmten transzformélja az
x, dllapotot az x, | dllapotba:

X, =f,x), t=0,1,2,.. (1)
ahol az x, kezdéallapot adott. Ekkor egyszert behelyettesitéssel adodik az un.
laplace-i determinizmus:

x, = f, (ofy (x)).00)s t=0,1,2,.. (2)
Szavakban: ha ismerjiik egy rendszer kezdeti 4llapotat a t = 0 kezd6 idészakban,
akkor ismerjiik a rendszer allapotat barmely jévébeli idépontban.

Ez az elv kiillonosen hatékony a természettudomanyban, ahol a transzformacios
szabaly altaldban idében allandd, mas néven a rendszer iddinvaridns:

X, =f(x), t=0,1,2, .. 1)

1 BELYAcz IVAN (2017): Az ergodicitds vitatott szerepe a (pénziigyi) kozgazdasagtanban (Gazda-
sdg és Pénziigy, 4. évf. 1. sz. 3-58. 0.)
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azaz
x,=f1(x,), t=0,1,2, ... )

ahol f' az id6invaridns f figgvény t-szeres iteréltja.

Kiilonlegesen fontos szerepet jatszik az idinvaridns-determinisztikus dinamikai
rendszerekben az dllandosult dllapot (egyensuly, fix pont), amely a transzformdcié
soran helyben marad:

x=f(20). 3)

Regularis rendszereknek lokalisan csak egy dllandésult allapotuk van, de példaul
az x, = x, rendszernek minden éllapota allandésult.

Gyakorlati jelentsége csak az aszimptotikusan stabil dllandoésult allapotnak van,
amely kozelébdl indulé palyak nemcsak kozel maradnak e kitiintetett allapothoz,
hanem aszimptotikusan tartanak is hozza.

Legegyszer(ibb dinamikairendszeralinedris,ahol megfeleld koordinatarendszerre
attérve,

X, =Mx, azaz x,=M'x, t=0,1,2,... (4)
Korldtos palyakra szoritkozva, az n x n-es M matrix dominans sajatértékének
az abszolut értéke, a spektralsugar legfeljebb 1 lehet: p (M) < 1. (Ki kell kétni
még, hogy egyenldség esetén az 1 abszolut értékii sajatértékek egyszeresek.) Az
allandosult éllapot 0, és aszimptotikus stabilitas esetén éles egyenlStlenség all:

p(M)<1.

Kitér6: ha figyelembe vessziik, hogy a kezd$ allapot a gyakorlatban csak
pontatlanul figyelheté meg, akkor mar a legegyszertibb egyvéltozds nemlinedris
(kvadratikus) leképezésnél is el6rejelezhetetlen lehet a rendszer:

f(x)=4x(1-x), t=0,1,2,... (5)
esetén az (1°) rendszer dllapota az id6 muldséval egyre kevésbé jelezhetd elére.
Ha az (x,) palydhoz kozelrdl indulo (y,) palyat tekintjiik, akkor kezdetben a két
pélya tavolsdga exponencialisan ng:

|x,- »|>A'lx,- y,|,ahol A > 1.

A korlatossdg miatt a széttartds egy id6 utdn megéll, majd djrakezddik. Ekkor
kaotikus dinamikardl beszéliink.

A természettudomanyokt6l lemaradva, néhany év késéssel, 1980-t6l a
kozgazdasdgtanba is behatolt a kaotikus dinamika. A kézgazdasdgtanban azonban
a kdoszelmélet nem terjedt el igazan, mert a véletlen jelenségek fontosabbnak
bizonyultak, mint a nemlinedris hatasok.
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2. MARKOV-LANCOK

Sztochasztikus folyamatra a legegyszer(ibb nem trividlis példa a véges Markov-
lanc, ahol a jovére a mult csak a jelenen keresztiil hat (Rényi, 1966). Egyelore
homogén lancra szoritkozunk. Matematikailag csak at kell értelmezni az
idSinvaridns linedris rendszert: a (4)-beli M > 0 nemnegativ elemd matrix m, >
0 eleme annak a valdszintsége, hogy a rendszer egy lépésben a j-edik allapotbol
az i-edik dllapotba megy at. Itt x,, > 0 annak a valdszintisége, hogy a t-edik
id@szakban a rendszer a j-edik allapotban van. Képletben:

E) MX. (4)

A teljes valdszintiség tétele szerint barmely j-edik allapotbol a rendszer valamilyen
allapotba kertil, tehat a j-edik oszloposszeg 1:
z,m =1, j=1..n. (47)

Ebbdl kovetkezik, hogy p(M) = 1. S6t, az éllapotvaldszintiségek Osszege is
mindvégig 1:
Ha} x, =1,akkorX x =l

Ezzel az éllapotteret az n — 1-dimenzids szimplexre korlatoztuk, és a 0 megszlinik
allandosult dllapot lenni. Belathatd, hogy létezik legaldbb egy stacionarius
eloszlas, vagy allapotvektor x° >0: x° = Mx" - invaridns sajatvektor. De egy
Markov-lancnak lehet akar végtelen sok stacionarius eloszldsa is, példaul az
elfajult M = I (azonossdgmatrix) esetben minden eloszlas stacionarius.

Most érkeztiink el Bélydcz tanulmanydnak kozponti fogalmahoz, az ergodici-
tashoz: egy Markov-lanc ergodikus, ha akdrmilyen mds eloszlasbol inditsuk is a
rendszert, az aszimptotikusan tart a stacionarius eloszldshoz. Ebbél kovetkezik,
hogy egy ergodikus Markov-lancnak csak egyetlenegy staciondrius eloszlasa
létezik. Most példat adunk nem ergodikus Markov-lancra.

Vegyiik a kovetkezd 2-dimenzids M métrixot: a féatloban 0, a keresztatloban
1 all

Ekkor a dinamika

xl,t+1 = xZ,t ¢s xz,m: xl,t >
azaz

xl,t+1 = xl,tfl €s xz,r+1 = xl,H >

ez 2-ciklikus palya, kivéve, ha x| = x, ' =1/2 - staciondrius eloszlds. Ez a
legegyszer(ibb példa a nemergodikus rendszerre.
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Beldthato, hogy ha M > 0, azaz m,;> 0 (i, j = 1, ..., n), akkor a Markov-ldnc
ergodikus. Ez a tétel konnyen igazolhat6 a 2-allapotd esetben.

Az ergodicitds kapcsolatban van a tér- és az idatlag azonossagéaval. Ez a Markov-
lanc esetében azt jelenti, hogy akarmelyik allapotbdl inditjuk el a rendszert,
aszimptotikusan x° valészintiséggel lesz az i-edik dllapotban.

Eddig feltettik, hogy a Markov-linc homogén, adott M atmenetmatrix
szarmaztatja az egymads utdni eloszldsokat. De ahogy a dinamikai rendszerekben is
gyakori az id6varidns eset, ugyantugy a Markov-folyamatokban is talalkozhatunk
idében valtozé atmenettel. Ekkor altalaban nem létezik stacionarius eloszlas,
még inkabb nincs ergodicitas. Mi zarna ki, hogy a gazdasagban is lennének
inhomogén Markov-lancok?

3. RACIONALIS VARAKOZAS

Azergodicitas melletta modern kozgazdasdgtanban nagy szerepetkap aracionalis
varakozds. Bemutatasdhoz nincs is sziikség sztochasztikus modellre, elegendé
az 1. pontban bemutatott skalar determinisztikus dinamika, csupan els6rendt
helyett masodrendii rendszert vizsgalunk. (Ilyenkor szokas tokéletes elérelatasrol
vagy Onbeteljesitd joslatrol beszélni.) Skalar allapotokra szoritkozunk, n = 1.

3.1. Dinamikai varakozassal

A t-edik idészak x, dllapotat a ¢ - 1-edik idészak x, , dllapota mellett a t + 1-edik
iddszak allapotdra vonatkozo x, ¢ varakozds hatdrozza meg:

F(x,5x,x.)=0, t=0,1,2, .. @
Raciondlis vdrakozds esetén az elorejelzés pontos: x, °= x, .Ekkor (7) helyett
F(xt+1’ Xp xt—l) =0,t=0,1,2,.. (7R)

masodrendd differenciaegyenlet érvényes. Tegyiik fol, hogy az allandoésult
allapot 0:

F(0,0,0) = 0.

Ekkor az dllanddsult allapot menti linearizalt rendszer

ax, +a,x+ax =0, t=0,12,.. (8R)
ahol

a,=F’(0,0,0) # 0,a,=F,(0,0,0) és a,=F, (0, 0,0)

rendre a megfeleld parcialis derivalt. Explicitté téve a (8R) egyenletrendszert:
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£=0,1,2,.. (9R)
adodik, ahol x és x | kezdéértékek adottak.

xt+1: bz xt + bs xH’

Itt azonban fellép a hatdrozatlansdgi probléma, amelyet mar Samuelson (1958)
is észrevett az egyiitt él6 nemzedékek modelljében: x ismeretlen. A fédramu
kozgazdasagtan képviseldit ez nem zavarja, és a kovetkezd fogassal szabadulnak
meg a problématol.

Ismert, hogy (9R) megoldasa altaldnos kezddallapot-par esetén
x=EALHEN) 1=0,1, 2, (10R)

ahol A, és A, a kévetkezd masodfoku egyenlet gyokei:
A=b, A+ b,=0, (11)

&, és & meghatdrozando egyiitthatok.

Tegyiik fol még, hogy mindkét gyok valos és |, |<1<| A,|. Ekkor (10R)-ben a
masodik tag felrobbanna, kivéve, ha £, = 0. Marpedig a vilig nem robban fel,
tehat elfogadjuk a feltevést. A megszoritott

xf = Elllt
egyenletben a hatdrozatlan £ egyiitthat6 az x = £ kezdeti feltételbol adodik.

Szamomra ez a fogas elfogadhatatlan. Helyette az utébbi évtizedekben eléggé
lejaratott naiv varakozast javaslom, ahol a varhaté jovébeli allapotot a jelen
allapottal azonositjuk:

x,,,° = x,. Ekkor (8R) helyett

(a+a) x,+a,x, =0, t=0,1,2,... (8N)
adodik, ahol x | kezdéérték adott. Feltéve, hogy a, + a, # 0, a hatdrozatlansag
eltinik. Explicit alakra térve:

t=0,1,2,.. (ON)
Osszefoglalva, az ergodicitds az id6invarians-determinisztikus dinamikai rend-
szer stabilitasdnak sztochasztikus altaldnositasa. A tarsadalomtudomanyban

sokkal kevesebb okunk van id8invarianciat feltételezni, mint a természettu-

X, =CX, )

domanyban. Ugyanakkor a racionalis varakozas nagyon megszoritd feltevés mar
determinisztikus esetben is.
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