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KorANy1 SzaBoLcsS

A diamikus hozamgorbe-
modellezés alapjai

A cikk a dinamikus hozamgoérbebecslés koncepciojat targyalja diéhéjban az iroda-
lomban legelterjedtebb két modellcsalad, az affin és a kvadratikus modellek bemu-
tatasaval. Az affin modellek jo kiindulépontot jelentenek a modellezésben, hiszen a
modellek viszonylagos egyszeriisége elonyosebb, mint a joval tébb szamitast igénylo
kvadratikus modellek. Az egyszeriiség ara azonban az, hogy trade-off kapcsolat all
fenn a hozamvolatilitas szerkezete és a kockazati tényez6k kozotti korrelacio kozott.
A kvadratikus modellek nagy wjitisa ezzel szemben, hogy a négyzetes fiiggvényalak
onmagaban biztositja a hozamok nemnegativitasat, és — az affin modellekre jellemzo
,»békly6” hidnyiaban — valtozatosabb struktirakat is képesek leirni.

1. BEVEZETES:
A HOZAMGORBEBECSLES PROBLEMAKORENEK ISMERTETESE

A kotvények jovobeli pénzaramlasra vonatkozo kovetelések megtestesitoi, a pénz idoértékét
mutatjak. A kiilonb6z6 idépontbeli pénzaramlasok kozott a hozamgorbe biztositja az atjar-
hat6sagot. Hidba kiemelt fontossagu!, a hozamgorbe kozvetleniil nem megfigyelhetd.

A hozamgorbe becslése a pénziigytan két kiilonboz6, am egymashoz mégis kapcsolodo
problémajava fejlodott. Az elsé megprobal a lejarati id6 fiiggvényében folyamatos hozam-
gorbét eldallitani valamely piacon megfigyelt, kereskedhet6 arak felhasznalasaval. A gorbe
egyfajta pillanatképnek tekinthet6 egy adott piacrol, mint ahogy azt a kdvetkez6é abra mu-
tatja a magyar kétvénypiacra vonatkozoan.

1 A hozamgorbe vizsgalata fokozott igényként meriil fel az alabbi teriileteken:
1. a jovobeli hozamok eldrejelzése, dontéstamogatas a gazdasagi szereplok részére (cégek beruhdzasi dontései,
maganszemélyek megtakaritasi dontései),
2. monetaris politika, valamint annak hatdasmechanizmusa,
3. allamkincstari adossagmenedzsment (pl. lejarati szerkezet kérdése),
4. kamatlab-derivativok arazasa és hedgelése (pl. a legbonyolultabb kamatlab-derivativok és a vaniliaktvények
(lasd: Arrow—Debreu-arak) értéke egyarant a hozamoktol fligg).
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Tegyiik fel, hogy zérokupon-hozamgorbe szamitasat tiztem ki célul. Egy folytonos gor-
bét szeretnék kapni a lejarat fiiggvényében, de akadalyokba iitk6zom. Egyrészt a piacon
kamatfizeté kotvényekkel kereskednek YTM-mel® vagy arfolyamjegyzéssel, masrészt a le-
jaratok szama még a leglikvidebb piacok esetén is ritkak, azaz folytonossagrol szo sincs.
A piac egészét tekintve a cash flow-datumok szama meghaladja a kdtvények (arfolyamok)
szamat, raadasul az egyes arfolyamok, illetve hozamok megfigyelési hibat tartalmazhat-
nak a piaci szokvanyok kovetkezményeként (pl. bid-ask spread, kerekités, on-the-run® és
off-the-run* sorozatok kozotti kiilonbségek, addzasi szabalyok eltérit6 hatasa stb.). A gorbe
szamitasat elvégezhetjiik bootstrap modszerrel, egyszerii® és altalanositott® legkisebb négy-
zetek modszerével torténd linearis regresszioval, illetve a hozamgorbe alakjat modellezni
probalo eljarassal’ (pl. harmadfok spline fiiggvény).

A masodik probléma — amelybdl jelen irasunk izelitot kivan bemutatni — a hozamok, il-
letve a hozamgorbe dinamikéjanak leirasat célozza. A kérdés: hogyan irhatjuk le a hozamok
idobeli alakulasat? Hasonlo koncepcio ez, mint amikor egy részvény vagy éppen deviza ar-

2 Yield to maturity — lejaratig szamitott hozam

3 A jovobeli kibocsatasi tervben szerepld, éppen aukcionalt ktvény.

4 Korabban aukcionalt kétvény, amelynek esetében rabocsatas mar nem lesz.
5 Ordinary Least Squares (OLS)

6 Generalized Least Squares (GLS)

7 Ezek a kiilonféle yield curve fitting, azaz hozamgorbe-illesztési modszerek.



200 NYOLCADIK EVFOLYAM .52 351

folyamanak id6beli alakulasat akarjuk megérteni. Azért csak hasonlo, mert a hozamgorbe
—arészvény- és devizaarfolyammal ellentétben — természetét tekintve nem skalar mennyi-
ség. A hozamgorbe egyes pontjai kozott nem allhat fenn akarmilyen kapcsolat, igyelni kell
arra, hogy az arbitrazsmentesség elve érvényesiiljon. Ez utobbi nézépontot® szemléltetends,
az 1. abra hozamgorbéje az alabbi modon alakult 2008. januar 2-a és marcius 3-a kozott:

2. abra
AKK-zérokupon hozamgorbéjének alakulasa
(2008. januar 2.—marcius 3.)
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A panelvizsgalat mellett a dinamikus hozamgorbebecslés témakorébe tartozik az egy-
szerll idésorelemzés is, amikor nem a teljes hozamgorbe lefutasat, hanem annak csupan egy
kivalasztott pontjat kisérjiik figyelemmel az id6 fiiggvényében. Az idésorok felhasznalasa
mellett a masodik kulcskérdés a kamatlabmodell kivalasztasa. A megfeleld kamatlabmodell
megtalalasa dnmagaban felettébb bonyolult feladat, hiszen csupan a jegyzett pénziigyi iro-
dalomban t6bb tucatnyival talalkozhatunk. ,,Jolly Joker” kamatlabmodell nem 1étezik, ezért
eléfordul, hogy a kutatok, illetve piaci szerepldk a becslés részeként hatarozzak meg magat
a modellt is (nemparaméteres vizsgalat). A strukturalt modellalapt becslés célja a kamat-
labmodellben szerepld sztochasztikus valtozo(k) eloszlasanak meghatarozasa; amennyiben
ez nem megvalosithato (a legtobb esetben az arazd differencialegyenlet megoldhatatlan), az

8 Panelvizsgalat
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eloszlas egyes momentumait szokas megbecsiilni. A sztochasztikus valtozé maga gyakran
nem figyelheté meg (pl. volatilitds a tobbtényezds modellekben), ekkor el6szor azt is be-
csiilni kell valamilyen modszerrel. A vizsgalati modellek felallitasanak csak a szlik fantazia
vagy a csillagos ég szab hatart.

A becslési eljaras lefolytatasat kovetden még nem pukkan a pezsgd, hiszen a becslé mo-
dellt statisztikai és kozgazdasagi szempontbol egyarant értékelni kell. Statisztikailag meg
kell vizsgalni, hogy a becslési hibak tulajdonsadgai megegyeznek-e az eldre feltételezettel
(pl. varhato érték zérus). Kozgazdasagilag azt kell ellendrizni, hogy a modell jol magyaraz-
za-¢ a kotvényhozamokat, illetve arfolyamokat a vizsgalt piacon. Ha eltérés mutatkozik, an-
nak kettos oka lehet. Egyrészt kideriilhet, hogy rossz modellel szamoltunk, masrészt kétely
meriilhet fel a piac hatékonysagat illetéen.

2. HoOZAMGORBEBECSLES STRUKTURALT MODELLEKKEL

A strukturalt modell alap®’ becslés egy zart hozamgorbemodellt vesz alapul, majd ennek
paramétereit szamitja ki, illetve becsli.

A strukturalt hozamgorbemodellek megszoritasokat vezetnek be a hozamgérbe egyes
pontjainak relativ valtozasait figyelembe véve, igy biztositjak az arbitrazsmentességet, to-
vabba normalistol eltérd eloszlasokat is megengednek a hozamokban. Az emlitett megszo-
ritasok a magyarazo valtozok allapotdinamikajabol és a kockazat piaci aranak modellben
szerepld alakjabol vezethetdk le. Szerepiik rendkiviil fontos: egyrészt biztositjak a konzisz-
tenciat a hozamok dinamikajaban, masrészt lehetové teszik a kockazati prémiumok leva-
lasztasat a jovébeli kamatlabak varhatod értékétol. Sargent [1979] korai cikke a varakozasi
hipotézis kdvetkeztetését vonja le, ahol a befektetd hosszl kdtvények tartasaval varhatéan
nem realizalhat extraprofitot. Az (jabb vizsgalatok (pl. Bekaert és Hodrick [2001]) ezzel
szemben ugy latjak, hogy a befektetdk hosszu futamidejii kotvények tartasaval szisztema-
tikusan nagyobb extraprofitot érhetnek el, mint rovid futamidejii kétvényekkel, azonban ez
a szisztematikus kiilonbozet idében nem allandé. A hozamgorbe konzisztenciajabol fakado
megszoritasok ezt a kockazati prémiumot is modellezik.

A hozamgorbemodellek szamos trade-off szempont szerint csoportosithatok, ezek

1. amodell id6beli felfogasa alapjan: folytonos ideji, illetve diszkrét idejii modellek,

2. amodellezés elsédleges célja szerint: egyenstlyi, illetve no-arbitrage modellek,

3. a modellben szerepl6 valtozok szama szerint: 1, 2, ..., N valtozds modellek,

4. a modellvaltozok kozotti fiiggvénykapcsolat szerint (a teljesség igénye nélkiil): affin,
kvadratikus, rezsimvalto és ugro-diffuziés modellek.

9 A témaban az elsd 1épéseket SARGENT [1979] tette meg, amikor vektor-autoregresszids (VaR-) modellel becsiilte
a varakozasi elmélet teljesiilését. PEARSON és SuN [1994] a pillanati kamatlab (SR) mellett az inflaciot azonosi-
totta mint latens tényez6t; LITTERMAN és SCHEINKMAN [1991] széles korben ismertté valt cikkében harom latens
faktorral, nevezetesen hozamszinttel, meredekséggel és pupossaggal magyarazta a mintabeli hozamvaltozasok
97 szazalékat; Da1 és SINGLETON [2000] hozamszintet, meredekséget és egy Un. ,,pillangétényezdt” kiilonboztet
meg, ami gyakorlatilag egyenértékii a hozamgorbe pupossagaval.
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A folytonos idejii modell valasztasa mellett szol:

e Nincs idealis iddintervalluma a vizsgalddasnak, a folytonos idejii modellben egysze-
riien megkertiljiik a valasztas problematikajat.

e A folytonos idejii modellek modszertana rendkiviil béven dokumentalt az irodalom-
ban. Kevés, de fontos esetben zart képlettel szamithato a kdtvények, illetve kamatlab-
derivativok ara.

e Ha mégsem szamolhatok az arak zart képlettel, szamos becslési eljaras és numerikus
modszer koziil valaszthat a modellezd.

e Ezzel szemben a diszkrét idejii modellek elonye:

e A valésag nem folytonos idoben zajlik, az arak egyik id6pontrol a masikra valtoznak
(az iddbeli tranzakcios koltségeknek van elméleti als6 hatara).

o A diszkrét modelleket sokszor konnyebb megérteni (pl. binomialis modellek).

e Mire megyiink a folytonos modellekkel, ha azokat ugyis diszkrét modellekkel kell
becsiilniink (numerikus eljarasok)?

Az egyensulyi modellek' els6dleges célja a hozamgorbe eldrejelzése, illetve kotvény-
kereskedési stratégiak kidolgozasa'. Az ittér6 hozamgdrbemodellek ebbe a csoportba tar-
toznak, ezért az egyensulyi modelleket gyakran klasszikus modellekként emlitik. Fobb al-
kotoelemei a pillanati kamatlab (short rate, tovabbiakban SR) sztochasztikus dinamikajara,
valamint a befektetok preferencidira (pl. kockazati prémiumok kérdésére, kockazat piaci
arara) vonatkozo6 feltevések. A modell endogén modon hatarozza meg a hozamgorbét, az
igy kapott eredmény és a piaci mintaadatok kozott gyakran eltérés van. Mindemellett az
egyensulyi modellek kétségtelen elénye a belsé konzisztencia, azaz a modellparaméterek
viszonylag allandok az idoben.

A no-arbitrage modellek'? definicio szerint tokéletesen illeszkednek a piaci mintaada-
tokra. Az arbitrazsmentes érvelés legfobb elonye, hogy a kamatlab-derivativok arara nem
hatnak a befektet6i preferenciak. A pontos illeszkedés hatranya viszont, hogy a modellekre
nem jellemz6 a bels6 konzisztencia: a modellparamétereket minden egyes becslésnél tjra
kell becsiilni, azok hevesen ingadozhatnak az id6 mulasaval.

A kevés modellvaltozo és viszonylag egyszerii fliggvénykapcsolat mellett szol, hogy igy
a modellezés egyszeriibb, valamint nagyobb az esélye annak, hogy az arfolyamok zart kép-
lettel szamithatok. 76bb modellvaltozo és bonyolultabb fiiggvénykapcsolat bevezetése ak-
kor szokott eldtérbe keriilni, ha mashogy nem lenne biztosithaté a modell megfeleld komp-
lexitasa és rugalmassaga, azaz csak némi bonyolitas aran novelheté a modell valosagot leird
képessége.

Az affin modellekben" (1. Duffie és Kan [1996], Dai és Singleton [2000]) linearis kap-
csolat van a modellvaltozok kozott, a kvadratikus modellek™ (1. Ahn és szerzbtarsai [2002],
Ahn ¢és szerz6tarsai [2003], valamint Leippold és Wu [2002]) ezzel szemben tullépnek a
linearitas hatarain és — legalabbis utobbi szerzok szerint — jobb a valdsagot leird képessé-
giik. A rezsimvalté modellek (1. Bansal és Zhou [2002]; Bansal és szerzotarsai [2004]) és az

10 pl. Vasicek [1977], Cox és szerzdtarsai [1985], BRENNAN és SCHWARTZ [1979]
11 TuckMaN [1995]

12 HEATH és szerz6tarsai [1992], Ho és LEk [1986]

13 Affine Term Structure Model (ATSM)

14 Quadratic Term Structure Model (QTSM)
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ugro-diffuzios modellek (1. Duffie és szerzétarsai [2000]) a hagyomanyos diffuziés dinami-
kat kiegészitik sokkhatasokkal, ezzel is novelve a modellek valoszeriiségét.

3. AFFIN MODELLEK

Altalanossagban egy N tényez6s affin's hozamgorbemodell két feltételezésre épit. Az egyik,
hogy a SR valamely X, allapotvektor affin fliggvénye:

=80+ X1 6:Xir =80 + 8 X, )
a masik, hogy az X, allapotvektor dinamikéja az aliabbi médon irhato le:

dX; = K(0 — X,)dt + £,/S,dW, , )
ahol S, egy NxN diagonalis matrix, aminek i-edik atlobeli eleme

[Selii = a; + B'i X, 3

alaku. Az N darab Q mérték szerinti Brown-mozgas (W), fiiggetlen, az X, innovacioi-
nak egylittmozgasat az NxN dimenzidji 2 matrix irja le, Kszintén NxN matrix'e.

Fontos megjegyezni az allapotvaltozok dinamikajara vonatkozdan, hogy a (2)-es egyen-
letben szerepld driftek (trendtagok) és a (3)-as egyenletben szerepld feltételes variancidk
egyarant affinok X -re nézve, azaz felirhatok annak affin fliggveényeként.

A 7' hatralévé futamidejii P, | zérokuponkdtvény arfolyamét a ¢ idépontban az

Pyr = exp[A; + B':X,] Q)

egyenlet” irja le. Itt A egy skalar, B, pedig egy mx1 vektor. A zérékupon-kotvény-
arfolyamok logaritmusa tehat szintén felirhat6 affin formaban.

Ha valos adatokon kivanjuk probara tenni a (4)-es arazo képletet, a valos P mérték sze-
rint is ismerniink kell X és P, eloszlasat. Ehhez a kockazat piaci arara, A -re vonatkozoan
kell nyilatkoznunk. Feltéve, hogy

A =[S, )

ahol A egy konstansoktol all6 Nx1 vektor, X valos P mérték szerinti dinamikéjara vo-
natkozoan szintén affin'® egyenletet kapunk:

15 Konstans plusz linearis tag formaban felirhato.

16 Ennek az elemei az atlaghoz visszahuzé folyamatoknal a visszahtizas ersségét hatarozzak meg.

17t=T-t

18 DuFFIE és Kan [1996]

19 Eléfordulhat az is, hogy X, Q mérték szerint affin, a valoés P mérték szerint viszont nem affin dinamikaval bir,
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dX; = K(0 — X,)dt + £,/S,dW,. . 6)

A fenti egyenletben W, P mérték szerint fliggetlen Brown-mozgasokbdl all6 N-dimenzids
vektor, K = K — Z®, ® = K"1(KO + X{), ® matrix i-edik sora A pB’°, formaban irhato, ¥
N elemii vektor i-edik eleme A, @, alaku.

Az affin modellek alkalmazasanak gyakori elénye a kotvényarfolyamok analitikus
szamolhatosaga?, tovabba a viszonylag egyszerl felépités és becslési folyamat. A kony-
nyl szamithatosag ara azonban az allapotvektor kockazatmentes dinamikajara vonatkozo
megszoritasok formajaban jelentkezik. Az allapotvektor kockazatmentes mérték szerinti di-
namikajanak affin diffuzionak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy esetében mind a pillanatnyi
varhato érték, mind pedig a variancia felirhato affin fiiggvény formajaban. Az allapotvektor
adatgenerald folyamatanak fiiggvényalakjara vonatkozdan nincsenek megszoritasok. Ez
azonban egyben azt is jelenti, hogy konfliktus meriilhet fel az allapotvektor dinamikaja és
az adatgeneralo folyamat kozott. El6fordulhat ugyanis, hogy az allapotvektorra vonatkozé
megszoritasok eredményeképpen olyan adatgenerald folyamathoz jutunk, amely képtelen a
mintaban szereplé hozamokat produkalni.?' Ait-Sahalia és Hansen [2004] szerint akkor all
fenn az emlitett szerencsétlen eset, ha a kockazati prémiumok szigoruan pozitiv tobbletho-
zamot eredményeznek a varhato kockazatmentes hozam felett. Az affin modellek hatranya,
hogy linearis voltukbol addéddan, gyakran képtelenek kezelni a hozamgorbe jol ismert?,
stilizalt tényeit: nemlinearis drift és diffiizios egyiitthatok?, heteroszkedaszticitas® stb.

3.1. Dai és Singleton [2000] rendszerezése

Az affin modellek tanulmanyozasaban kiilonlegesen értékes Dai és Singleton [2000] mun-
kassaga. A szerzoparos jelentds {lrt t6ltott be a hozamgdrbemodellek irodalmaban: atfogo
rendszerezést készitett a modellcsaladra, feltarva az egyes modellek kozotti strukturalis,
valamint empirikus illeszkedési kiilonbségeket. Ezekre a kérdésekre korabban — az affin
modellek mélyrehato elméleti elemzése és kiterjedt gyakorlati alkalmazasa ellenére — nem
fektettek hangstlyt a kutatok. A rendszerezés alaplogikaja az alabbi.

1. Elsédleges 1épés annak vizsgalata, hogy az adott modellben analitikus képlettel sza-
mithatok-e a zérokuponkdtvények arfolyamai. Dai és Singleton [2000] megengedhe-
toségi (admissibility) kérdésnek nevezi ezt. Ez érthetd is, hiszen az affin modellek
egyik erdssége éppen a ritka, de annal jelentdsebb esetekben jelentkezd zart képlet
a zérokuponkotvény-arfolyamra.”> A tovabbiakban az ,,analitikusan szamolhat6” jel-
zovel fogok hivatkozni az ,,admissible” modellekre a sz6 szerinti forditas esetlensége
miatt.

20 Erre admissibility, illetve tractability néven hivatkozik az irodalom.

21 Azaz a vizsgélat eredménye az, hogy a mintaban szerepld adatok el sem fordulhattak volna.

22 Legalabbis az amerikai adatokra vonatkozoan.

23 L. AiT-SaHALIA [1996a], [1996b]

24 P1. kiilonféle ARCH-modellek

25 Meg kell jegyezniink, hogy az empirikus alkalmazasokban nagyon sokdig nem meriilt fel az admissibility
kérdése, mert a normalis eloszlasu és CIR-modellekben eleve biztositott a zérokuponkotvény-arfolyamok zart
képlettel torténd szamithatosaga (1. DUFFIE és KaN [1996]).
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2. A szerzOparos bemutatja, hogy valamennyi analitikusan szamolhato N tényezds affin
modell (ezek alkotjak az N tényezds modellek csaladjat) egyértelmiien és atfedéstol
mentesen besorolhatd N+1 alcsoportba. Itt a besorolas a (4)-es egyenletben szerepld
B’ rangjat jelold m szerint torténik, ami nem mas, mint az X, fiiggetlen linedris kom-
bindcidinak szama. Ez a paraméter hatarozza meg az X, feltételes variancia matrixat.
Dai és Singleton [2000] m valamennyi értékére meghatarozza az analitikus szamolha-
tosag sziikséges és elégséges feltételeit.

3. Az igy kapott 6sszes N+1 alcsoportrdl elmondhato, hogy helyet ad egy-egy un. maxi-
malis modellnek. A maximalis modell a modellek kdzotti orientaciot segiti, pontosab-
ban a kovetkez6 bekezdésben jelolt kérdések megvalaszolasat.

Dai és Singleton [2000] megvizsgalja az irodalomban leginkabb elterjedt affin kamatlab-
modelleket, elhelyezi ket a feni besorolas szerint. A csoportositas haszna akkor jelentkezik,
amikor vilagosan 0sszevethetévé valnak az egyes modellek az alabbi dimenziok mentén:

e A vizsgalt affin modell hol helyezkedik el az adott alcsoport maximalis modelljéhez
képest, azaz mekkora szabadsagfokkal hasznalja ki az adott alcsoportban rendelke-
zésre allo lehetdségeket. Ha a modellben vannak tartalékok, igy melyek a megszori-
tasok a maximalis modellhez képest, és ezek mennyiben korlatozzak a modell illesz-
kedését.

e Az adott modell vagy az adott alcsoport maximalis modellje megfelelden rugalmas-e
ahhoz, hogy egyarant leirja a hosszl €s a rovid hozamok iddbeli alakulasat a minta-
iddszakban.

Elvileg célul lehetne kitlizni egy szupermaximalis affin modell felallitasat, amelynek az
egyes alcsoportok maximalis modelljei (€s igy természetesen attételesen valamennyi affin
modell) specializalt leszarmazottjai lennének. Ez azonban nem megvaldsithatd, mert az
analitikus szamolhatosag biztositasahoz korlatokat kell bevezetni a modellvaltozok dinami-
kajara. Ezek a korlatok pedig olyan erds trade-off formajaban jelentkeznek, hogy gyakorla-
tilag kizarjak egy szupermaximalis affin modell létezését.

Dai és Singleton cikkében a 3 tényezds modellek (N=3) példajan keresztiil ismerhetjiik
meg az X, -k X, -re vonatkoz¢ feltételes varianciaja és az X, korrelacios matrixanak megen-
gedhetd szerkezete kozotti trade-offot. A két szE&lso értéket a normalis eloszlasi modellek
(m=0) és a korrelalt négyzetgyok-diffuzios?® modellek (m=3) jelentik. A normalis eloszlasu
modellek esetében az X oszlopai kozott barmilyen iranyl és erésségii feltételes, illetve
feltétel nélkiili korrelacid eléfordulhat, viszont a feltételes varianciak allandok, azaz a mo-
dellekben konstans a volatilitas.

A CSR-modellben ezzel szemben valamennyi allapotvaltozod befolyasolja a feltételes
variancidkat, az analitikus szamolhatosag teljesiiléséhez azonban sziikséges, hogy az alla-
potvaltozok feltételesen korrelalatlanok legyenek, sét, a feltétel nélkiili korrelaciok sem le-
hetnek negativak. Mindez igy foglalhato &ssze: az affin hozamgdrbemodellek legfontosabb
korlatja, hogy képtelenek egyszerre biztositani az allapotvaltozok kozotti negativ korrelaci-
ot és az SR szigoru pozitivitasat. A két sz¢Els6 érték kozott az affin modelleknek tovabbi két

26 Correlated Square-root Diffusion (CSR)
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alcsoportja van, amelyek egyikében sem allandd az allapotvaltozok feltételes variancidja,
tovabba az X, oszlopai kozotti korrelacios struktira is (részben) szabadon valtoztathato.
A 3 valtozos affin modell trade-offban tehat a hozamvolatilitas szerkezete és a kockazati
tényezok kozotti korrelacio all szemben egymassal. A lehetséges esetek az alabbiak:
1. m=0 (normalis eloszlast modellek): kockazati tényezok konstans volatilitasa,
2. m=1, 2: 1 vagy 2 allapotvaltozo altal befolyasolt sztochasztikus volatilitasu kockazati
tényezok, rugalmasabb korrelacios struktira a kockazati tényezok kdzott,
3. m=3 (CSR): mindharom allapotvaltozo befolyasolja a sztochasztikus volatilitast, vi-
szont kizarolag pozitiv korrelacié engedheté meg a kockazati tényezok kozott.

Dai és Singleton [2000] az irodalomban elterjedt modellekben rejlo tartalékokra hivja fel
a figyelmet, amikor négy ismert modellrdl vezeti le, hogy alulmaradnak sajat alcsoportjuk
maximalis modelljével szemben. A 3 tényezds affin modellek 3+1=4 alcsoportba rendezhe-
ték, azaz m négy értéket (0, 1, 2 és 3) vehet fel. A szerzok bemutatjak, hogy az m szerinti
sorrendben a normalis eloszlasu Vasicek®, a BDFS-%, a Chen® és a CIR-modellek*® az
egyes alcsoportok specializalt modelljei, és egyikiik sem maximalis. Az irodalombdl ismert
valamennyi megnevesitett modell — a normalis eloszlasu modellcsaladot leszamitva — az al-
csoportjai maximalis modelljéhez képest tiilszabalyozott az allapotvaltozok egymastol vald
fiiggdségének terén. Szamos CSR-modell esetén (tobbek kozott Cox és szerzbtarsai [1985],
Chen és Scott [1993], Pearson és Sun [1994], és Duffie és Singleton [1997]) példaul a mo-
dellek feltételezései kozott szerepel az allapotvaltozok fiiggetlensége, holott az analitikus
szamolhatdsag feltételei enélkiil is biztositottak lennének.

4. KVADRATIKUS MODELLEK

Egy N tényezbs kvadratikus modellben a pillanati kamatlab az allapotvektor négyzetes
fiiggvénye:

e =80+ NiL1 6 X + NiLy Z?}=1 GijXieXjr =80+ 6" X + X' ®X, (7

ahol @ az alabbi NxN dimenzi6ju konstansokbol allo, pozitiv szemidefinit matrix.

1 ¢12 ¢1N
o=|P2 1 o o ®
¢1N ¢2N 1

Amennyiben feltessziik, hogy &y — %6 " @718, > 0, akkor biztositott a SR nemnegati-
vitasa.

27 L. VasIcex [1977]

28 L. BaLpuzzi és szerzétarsai [1996]
29 L. CHEN [1996]

30 L. Cox és szerzotarsai [1985]
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Az éllapotvektor dinamikajat leiro, sztochasztikus differencialegyenlet atlaghoz vissza-
hazo, tobbvaltozos normalis eloszlast folyamat:

ahol K és X NxN dimenzi6ju métrixok, K@ pedig egy N elemii vektor.
A kockazat piaci ara az allapotvektor linearis fiiggvénye:

A 7 hatralévd futamidejli P, , zérokuponkétvény arfolyamat a ¢ idépontban az
Pt,T = eXp[A-L— + B"L'Xt + X,tC‘[Xt] (11)

egyenlet irja le. A képletben A_egy skalar, B_egy Nx1 vektor, C_pedig egy NxN elemii
matrix.

A kvadratikus modellek akkor jelentek meg az irodalomban, amikor a kutatok egyre
tobb illeszkedési alkalmatlansagot véltek felfedezni az affin modelleknél. A négyzetes mo-
dellek alkalmazasanak a legnagyobb elonye, hogy ezek a modellek — legalabbis a témaban
aktiv szerzok szerint — gyogyirt jelentenek az affin valtozatok valos adatok reprodukalasa-
kor mutatott gyengeségeire, tudjak kezelni a hozamgorbe stilizalt tényeit (nemlinearis drift
¢és diffuzios egyiitthatok, heteroszkedaszticitas); valamint valtozatos korrelacios strukturat
engednek meg az allapotvaltozok kozott. Esetiikben — a négyzetes formabdl fakadéan — az
allapotvaltozok korrelacios strukturajara vonatkozo megszoritasok nélkiil biztosithato a ho-
zamok pozitivitasa.

A kvadratikus modellek torténelmének fébb megallohelyei a kovetkezok: az ittdrd ki-
sérlet Longstaff [1989] kettds négyzetgyok modellje volt, amit késébb Beaglehole és Tenney
[1991], valamint Beaglehole és Tenney [1992] fejlesztett tovabb, illetve altalanositott. A
Beaglehole és Tenney [1991] cikk képzeletbeli fonalat vitték tovabb Karoui és szerzotar-
sai [1992]. Jamshidian [1996] a termékarazas terén alkotott Gjat: prezentalta a kotvényara-
zashoz sziikséges differencidlegyenleteket a standard QTSM-esetben, valamint utobbiak
egyik alcsoportjara [fliggetlen Markov-folyamatok] vonatkozoan bemutatott egy opcidara-
z0 képletet is. Constantinides [1992] SAINTS-modellje® egy alcsoport a standard QTSM-
osztalyon beliil, ahol az araz6 mag*? a modellben exogén modon a Markov-folyamat idében
szeparalhato kvadratikus fliggvényeként definialt. Rogers [1997], valamint Leippold és Wu
[1999] potencialként modellezték az arazé magot, az altaluk bemutatott esetek egy részé-
ben a SAINTS-modellhez hasonléan az draz6 mag a Markov-folyamat idoben szeparalhato
kvadratikus fiiggvénye. A SAINTS-modell altalanositasanak tekinthetd Ahn [1995] cikke.

31 Squared-autoregressive-independent-variable nominal term structure, azaz négyzetes autoregressziv fiigget-
len valtozo6s nominalis hozamgorbemodell

32 Mas néven sztochasztikus diszkontfaktor: ez a fliggvény biztositja a pénz idéértékének érvényesiilését a mo-
dellbeli sztochasztikus gazdasagban.
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4.1. Hol mutatnak ujat a kvadratikus modellek affin tarsaikhoz képest?

A kvadratikus esetben a négyzetes fiiggvényalak biztositja a hozamok nemnegativitasat, ez-
zel ellentétben az ATSM esetében ez csak akkor all fenn, ha m=N (CIR-modell). Ha ugyanis
m<N, és egy vagy akar tobb normalis eloszlasu allapotvaltozo negativ értéket vesz fel, ak-
kor ezekben az allapotokban az affin fiiggvényalak lehet6vé teszi, hogy a hozamok negativ
értéket vegyenek fel.

Tovabbi kiilonbség a két modellcsalad kozott, hogy QTSM-ek esetén a nominalis kamat-
labak ¢és a kotvényarfolyamok feltételes volatilitasa heteroszkedaszticitas jeleit mutatja. Az
allapotvaltozok volatilitasa még homoszkedasztikus, azonban a hozamok szintjén megjele-
nik a heteroszkedaszticitas.

A kvadratikus modellek esetében nincs megszoritas a kockazati tényezok kozotti kor-
relacio eldjelére vonatkozodan, igy ezek valtozatosabban modellezik a hozamvolatilitas
szerkezetét. Ezzel szemben 4ltalanos affin esetben m darab allapotvaltozo hatarozza meg
a sztochasztikus volatilitast. A 3. fejezetben bemutatottak szerint az ATSM-eknél trade-
off kapcsolat 4ll fenn a sztochasztikus hozamvolatilitas szerkezete s a kockazati tényezdk
kozotti feltételes korrelacid kozott. A modellekben m darab allapotvaltozo kovet négyzet-
gyokfolyamatot, a maradék N—m tényez0 pedig normalis eloszlastt. Az analitikus szdmol-
hatosag feltétele a modellben, hogy az m darab négyzetgyokfolyamat kdzott nemnegativ
legyen a korrelacio. igy jutunk vissza az el6z6 ponthoz: az egyediili ATSM, ami ,,gyarilag”
garantalja a hozamok nemnegativitasat, az m=N eset, ahol valamennyi allapotvaltozo6 négy-
zetgyokfolyamatot kovet.

Az affin és a kvadratikus modellek kapcsolata egyszertsitett értelemben trivialis: az
affin modellek a négyzetes tagtol megtisztitott, azaz korlatozott kvadratikus modellek.
Mindez nem véletlen: torténelmileg az affin modellek illeszkedési hianyossagai terelték a
kutatokat a kvadratikus modellek iranyaba. Ugyanigy az affin modelljeik magyarazo erejé-
vel elégedett kutatok koziil tobben nem nyitottak kvadratikus iranyba. A gyakorlati modell-
becslés soran természetesen tesztelheto is, hogy egy adott mintaban megéri-e a raforditott
tobbletidot (a kvadratikus modellek bonyolultsdga miatt a becslés szamitasigényesebb) a
kvadratikus modellek altal hozott illeszkedés javulas.

Az affin és a kvadratikus modellek kevésbé trivialis kapcsolatara hivja fel a figyelmet
Cheng és Scaillet [2007] cikke. Ebben a szerzék az ugrofolyamatokkal bovitett affin®® és
az altalanos kvadratikus modelleket* tekintik kiindulopontnak, ezt a két osztalyt hozzak
egy tetd ala. A Cheng és Scaillet [2007] altal javasolt modellben (LQJD: linear-quadratic
jump-diffusion) az allapotvektor egy linearis ugrofolyamatbol és egy linearis és kvadrati-
kus elemeket egyarant tartalmazé diffuizios tagbol all, tovabba a kockazat piaci arat sem
koti a linearitas. A cikk fontos allitasa, hogy az LQJD-modellek pszeudo-allapotvaltozok
bevezetésével kdlcsondsen megfeleltethetok az affin modellcsaladdal, igaz nem pontosan a
Dai és Singleton [2000] altal jelzett értelemben. Mindez egyuttal azt is jelenti, hogy mar az
affin modellspecifikacio is joval tobb lehetoséget biztosit a modellezésben, mint azt szamos,
eltéro fliggvényalakot erdltetd szerzo hirdeti.

33 L. DurrIE és KaN [1996], valamint DUFFIE és szerzotarsai [2000]
34 L. AnN és szerzétarsai [2002] valamint LerproLD és Wu [2002]
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5. OSSZEFOGLALAS

A bankok mindennapi gyakorlatukban legtobbszor statikus modellben elemzik a hozam-
gorbét, illetve becslik annak alakulasat. A dinamikus modell segitségével jobban érthetévé
valnak a hozamgorbe idébeli alakulasanak mozgatoérugoi. A pontosabb leiras pedig tobb
jobban hasznalhat6 informaciot jelent, igy a befektetett energia boségesen megtériilhet. Egy
j6 modell® raadasul szerencsés esetben még egyfajta elérejelzési eszkozként is alkalmaz-
hato lehet.

A cikk az irodalomban legelterjedtebb két modellcsaladot, az affin és a kvadratikus
modelleket mutatta be izelitd jelleggel. A gyakorlatban az affin modellek népszertisége
konnyen érthetd, hiszen a modellek viszonylagos egyszerlisége elonyt jelent a joval sza-
mitasigényesebb kvadratikus modellekhez képest. S6t, a cikkben felsorolt affin modelleket
érint6 hivatkozasok batorité eredményeket mutatnak fel empirikus téren is. A kvadratikus
modellek nagy Ujitasa, hogy a négyzetes fiiggvényalak — az affin modellekkel ellentétben
— a hozamvolatilitas szerkezete és a kockazati tényezok kozotti korrelacio kozott fennallo
kapcsolat szabadsaganak megtartasa mellett biztositja a hozamok nemnegativitasat.

A szerz$ a magyar allampapirok piaci arfolyamaibol — az Allamadéssag Kezel$ Kozpont
altal naponta szamitott zérokupon-hozamgorbét felhasznalva — jelenleg becsli az irodalom-
ban legelterjedtebb affin modelleket. Kutatasanak célja annak megallapitasa, hogy az affin
modellek megfelelden irjak-e le a hazai zérokupon-hozamgorbe dinamikajat a 2000-2008
kozotti megfigyelési idészakban, illetve jobb illeszkedés formajaban megtériil-e a kvadrati-
kus modellekbe fektetett szamitasi idotobblet.

TRODALOMJEGYZEK

AHN, D. H. [1995]: A generalized squared autoregressive intertemporal term structure model, University of North
Carolina Working Paper, 1995

AHnN, D. H-DI1T™MAR, R. F—GaLLANT, A. R. [2002]: Quadratic term structure models: Theory and evidence, The
Review of Financial Studies, 2002. 1., 243-288. o.

AHN, D.H-DITT™MAR, R. F—GALLANT, A. R.—Gao0, B. [2003]: Purebred or hybrid: Reproducing the volatility in
term structure dynamics, Journal of Econometrics, 2003. 3., 147-180. o.

AIT-SAHALIA, Y. [1996a]: Nonparametric pricing of interest rate derivative securities, Econometrica, 1996. 5.,
527-560. o.

AiT-SAHALIA, Y. [1996b]: Testing continuous-time models of the spot interest rate, Review of Financial Studies,
1996. 2., 385-426. o.

AIT-SAHALIA, Y.—HANSEN, L. P. (szerk.) [2004]: Handbook of Financial Econometrics, North-Holland, 2004

BaLbpuzzi, P—Das, S. R.—ForEsl, S.—Sunparam, R. [1996]: A simple approach to three factor affine models of the
term structure, Journal of Fixed Income, 1996. 12., 43-53. o.

BansaL, R.—TaucHEN, G.—ZHou, H. [2004]: Regime shifts, risk premiums in the term structure and the business
cycle, Journal of Business & Economic Statistics, 2004. 10., 396—4009. o.

BansaL, R.—ZHou, H. [2002]: Term structure of interest rates with regime shifts, Journal of Finance, 2002. 10.,
1997-2043. o.

35 Elsé 1épésként nyilvanvaldan fontos, hogy a modell egy vizsgalt idészakban jol magyarazza a hozamgorbe
valtozasait. Masodszor backtesting eljarassal érdemes megvizsgalni a modell tényleges elérejelzési képessé-
gét. Harmadszor érdemes hangsulyozni, hogy barmilyen eredmény 6vatosan kezelendd, féleg olyan turbulens
idékben, mint a maiak, amikor sok esetben alapjaiban valtoznak meg a ,,jatékszabalyok”.



2009. NYOLCADIK EVFOLYAM 4. SZAM 361

BEAGLEHOLE, D. R.—TENNEY, M. S. [1991]: General solutions of some interest rate-contingent claim pricing
equations, Journal of Fixed Income, 1991. 9., 69—83. o.

BEAGLEHOLE, D. R.—TENNEY, M. S. [1992]: A nonlinear equilibrium model of the term structure of interest rates:
Corrections and additions, Journal of Financial Economics, 1992. 12., 345-353. o.

BekaerT, G.—Hobrick, R. [2001]: Expectations hypothesis tests, Journal of Finance, 2001. 8., 1357-1394. o.

BRENNAN, M. J.—ScHwaRrTzZ, E. S. [1979]: A continuous time approach to the pricing of bonds, Journal of Banking
and Finance, 1979. 7., 133-155. o.

CHEN, L. [1996]: Stochastic mean and stochastic volatility — a three-factor model of the term structure of interest
rates and its application to the pricing of interest rate derivatives, Blackwell Publishers, 1996

CHEN, R. R.—Scortr, L. [1993]: Maximum likelihood estimation for a multifactor equilibrium model of the term
structure of interest rates, Journal of Fixed Income, 1993. 12., 14-31. o.

CHENG, P.—ScaILLeT, O. [2007]: Linear-quadratic jump diffusion modeling, Mathematical Finance, 2007. 10.,
575-598. o.

CONSTANTINIDES, G. [1992]: A theory of the nominal structure of interest rates, Review of Financial Studies, 1992.
4., 531-552. .

Cox, J. C.—INGERsOLL, J. E.—Ross, S. A. [1985]: A theory of the term structure of interest rates, Econometrica,
1985. 3., 385-408. o.

Da1, Q.—SINGLETON, K. J. [2000]: Specification analysis of affine term structure models, Journal of Finance, 2000.
10., 1943-1978. o.

Durreg, G. R. [2002]: Term premia and interest rate forecasts in affine models, Journal of Finance, 2002. 2.,
405-443. o.

Durrig, D.—KaN, R. [1996]: A yield-factor model of interest rates, Mathematical Finance, 1996. 10., 379-406. o.

Durrig, D.—PaN, J.—SiNGLETON, K. [2000]: Transform analysis and asset pricing for affine jump-diffusions,
Econometrica, 2000. 11., 1343-1376. o.

Durrig, D.—SINGLETON, K. [1997]: An econometric model of the term structure of interest rate swap yields, Journal
of Finance, 1997. 12., 1287-1323. o.

Heath, D.—Jarrow, R. A.—MortoN, A. [1992]: Bond pricing and the term structure of interest rates: a new
methodology for contingent claims valuation, Econometrica, 1992. 1., 77-105. o.

Ho, T. S. Y.—Lkg, S. B. [1986]: Term structure movements and pricing interest rate contingent claims, Journal of
Finance, 1986. 12., 1011-29. o.

JamsHIDIAN, F. [1996]: Bond, futures and option valuation in the quadratic interest rate model, Applied Mathematical
Finance, 1996. 6., 93—-115. o.

Karoul, N. E.-MyYNENI, R.—ViswaNATHAN, R. [1992]: Arbitrage pricing and hedging of interest rate claims with
state variables, Université de Paris VI and Stanford University Working Paper, 1992

LerppoLb, M.~Wu, L. [1999]: The potential approach to bond and currency pricing, University of St. Gallen and
Fordham University Working Paper, 1999. 3.

LerrroLbp, M.—Wu, L. [2002]: Asset pricing under the quadratic class, Journal of Financial and Quantitative
Analysis, 2002. 6., 271-295. o.

LITTERMAN, R.—SCHEINKMAN, J. A. [1991]: Common factors affecting bond returns, Journal of Fixed Income, 1991.
6.,54-61. 0.

LoNGsTAFF, F. A. [1989]: A nonlinear general equilibrium model of the term structure of interest rates, Journal of
Financial Economics, 1989. 2., 195-224. o.

Pearson, N. D.—Sun, T. S. [1994]: Exploiting the conditional density in estimating the term structure: An
application to the Cox, Ingersoll, and Ross model, Journal of Finance, 1994. 9., 1279-1304. o.

RogGers, L. C. G. [1997]: The potential approach to the term structure of interest rates and foreign exchange rates,
Mathematical Finance, 1997. 7., 157-176. o.

SARGENT, T. J. [1979]: A note on maximum likelihood estimation of the rational expectations model of the term
structure, Journal of Monetary Economics, 1979. 1., 133-143. o.

TuckMAN, B. [1995]: Fixed Income Securities: Tools for Today’s Markets, Wiley, 1995

VasIcek, O. [1977]: An equilibrium characterization of the term structure, Journal of Financial Economics, 1977.
11., 177-188. o.



