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BAty1 TamAs LAszLo

Allamadéssag-kezelési stratégiak

Az allamadéssag-kezeld intézmények 6 célja a koltségvetés finanszirozasa hosszi ta-
von, alacsony koltségek mellett, a kockdzatok figyelembevételével. Az allamadésag-ke-
zelési stratégia Kialakitasa sordan az addssagkezelo benchmarkértékeket hataroz meg
az adéssagportfolio egyes paraméterei szamara. Ezek az értékek kozvetleniil a kocka-
zatok és koltségek egyiittes alacsonyan tartasat segitik el azaltal, hogy meghataroz-
nak egy bizonyos szempontok szerint optimalis portf6liét, amelyet az addéssagkezeld
szervezetnek adott hatiarokon beliil tartania kell.

Ez a cikk bemutatja a benchmarkok meghatirozasaval kapcsolatos kérdéseket,
a koltségek és kockazatok modellezésének lehetséges mddszereit, és elvégzi bizonyos
konkrét modellek alkalmassaginak elemzését. Végiil megprobal valaszt talilni a fel-
meriilé problémakra.

BEVEZETES

Az allamadodssag-kezeld intézmények célja a koltségvetés finanszirozasa hosszu tavon,
alacsony koltségek mellett, a kockazatok figyelembevételével. Az allamadossag-kezelonek
tehat ugy kell kialakitani tevékenységét, hogy megfeleljen ennek a kettds célnak: azaz a
koltségeket és a kockazatokat is alacsonyan tartsa.

Az éllamadossag-kezelési stratégia komplex tervezet, amely az adossagkezeld hosszu
és rovid tavu terveit egyarant tartalmazza. A stratégiai célok kozé tartozik példaul egyes
eszkdzok kibocsatasanak terve, mint mondjuk a lakossagi allampapirok kibocsatasaval kap-
csolatos elképzelések. De példaul a Denmarks Nationalbank esetében olyan elem is szerepel
a stratégiai célok kozott, mint hogy egyes specifikus termékek kibocsatasa folytatodjon egy
adott idopontig.

Az allamadoéssag-kezelési stratégiak egyik kozponti eleme az adossagportfolié bizonyos
paramétereire vonatkozo benchmarkértékek meghatarozasa.! Ezek az értékek kozvetleniil a
kockazatok és koltségek egyiittes alacsonyan tartasat segitik el6 azaltal, hogy meghataroz-
nak egy bizonyos szempontok szerint optimalis portfoliot, amit az adossagkezel6 szervezet-
nek adott hatarokon beliil tartania kell.

A jelen tanulmany bemutatja a benchmarkok meghatarozasaval kapcsolatos kérdéseket,
a koltségek és kockazatok modellezésének lehetséges modszereit, és elvégzi bizonyos konk-
rét modellek alkalmassaganak elemzését. Az elso fejezetben a modellezéssel kapcsolatos
fobb kérdéseket targyalja. A masodik fejezet a kockazatok €s koltségek szamszerlsitésére
szolgalod sztochasztikus modellekrol szol, mig a harmadik fejezetben — az elso két szerkezeti
egység tanulsagai alapjan — a benchmarkértékek meghatarozasaval kapcsolatos probléma-

1 Valdjaban nem egy optimalis célértéket hataroz meg az addssagkezeld intézmény, hanem egy elfogadasi tarto-
manyt, amelyen beliil kell maradnia az adott valtozonak.
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kat vizsgalja. A cikk nemzetkozi példak esetén a dan jegybank (Denmarks Nationalbank
[2001], [2005], [2006], [2007]), valamint a holland és a lett adossagkezeld (Dutch State
Tresury Agency [2007], [2008], illetve a Treasury of the Republic of Latvia [2007]) kiadva-
nyait, valamint az egyes europai adossagkezeld intézmények honlapjain taldlhat6 adatokat
veszi alapul, mig a Magyarorszagra vonatkozo informaciok az AKK Zrt. kiadvanyabél (Al-
lamadossag Kezeld Kozpont [2008]) és honlapjarol szdrmaznak.

1. ALAPVETO KERDESEK

Ebben a fejezetben az allamadossag-kezelés soran alkalmazott benchmarkok kialakitasanak
alapvet6 kérdései keriilnek eld. A tanulmany megvizsgalja, mely értékeket érdemes figye-
lemmel kisérnie és szabalyoznia egy adossagkezeld intézménynek. Tovabbi eldontendd kér-
dés, hogy milyen szempontok alapjan lehet két stratégia koziil az egyiket jobbnak nevezni a
masiknal. A cikk ebben a fejezetben targyalja a portfolio modellezésével kapcsolatos kérdé-
seket és az azokra adhato, lehetséges valaszokat is.

1.1. A lehetséges benchmarkvaltozok kivalasztisa

A benchmarkértékek meghatarozasa soran az egyik legfontosabb kérdés annak a tisztazasa,
hogy az adossagportfolié mely paramétereinek az értékét szeretné szabalyozni az adossag-
kezeld.

A kérdés nehézsége abbol adodik, hogy ha a portfolié tl sok tulajdonsagat valasztjuk
ki, az nagyon megneheziti a szamitasokat, bonyolultabba és lassabba teszi a modellezést.
Ellenben, ha van olyan kockazati faktor, amelynek jelentds a hatasa, am ennek a szabalyoza-
sara nem tiiz ki célértéket az adossagkezeld, az jelentds karokat okozhat: eléfordulhat, hogy
emiatt nem sikeriil tokéletesen biztositani a célul kit{izott optimalizaciot.

Az elsédleges feladat tehat meghatarozni azokat a kockazati faktorokat, amelyek jelen-
tdsen befolyasoljak az adossagportfolio értékét, valamint a koltségeket, majd ki kell valasz-
tani a megfeleld tulajdonsagokat, amelyeken keresztiil ezek a kockazatok kezelhetok.

A kockazatokat a tankonyvek altalaban négy f6 kategériaba soroljak. Megkiilonboz-
tetnek piaci, hitelezési, miikodési és likviditasi kockazatot (Jorion [1999]). Természetesen
mind a négy kockazattipussal szembe kell néznie egy allamadossag kezelésével foglalkozo
intézménynek; ugyanakkor a miikddési, hitelezési és likviditasi kockazat vizsgalata nem
része a portfoliora vonatkozé benchmarkok meghatarozasanak, hiszen ezek a kockazatok a
benchmarkvaltozok értékeitdl fiiggetleniil jelennek meg. A stratégia megvalositasanal azon-
ban ezeket sem lehet figyelmen kiviil hagyni.

A 6 kockazati faktorok, amelyekkel egy allamadossag-kezeld intézménynek szembe kell
valtozasabol ered6 kockazat. A hozamok megvaltozasa tobb, néhol ellentétes iranyt modon
is befolyasolja az adossagkezelés koltségeit. Egyrészt hatassal van a valtozd kamatozasu inst-
rumentumok koltségeire, hiszen egy addssagkezeld koltségeinek jelentOs részét a kifizetett
kamatok jelentik. Masrészt a hozamgorbe valtozasa befolyasolja az adossagportfolio aktualis
piaci értékét. Megjegyzésre méltd ezen kiviil: a hozamgorbe mozgasa azt is befolyasolja, hogy
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a késobbi kibocsatasokat milyen hozamszinten tudja végrehajtani az adossagkezeld, ugyanak-
kor a portfolio dsszetételének valtoztatasaval ez a hatds nem modosithato, igy a benchmarkok
meghatarozasa szempontjabdl figyelmen kiviil hagyhatjuk.

Egy Magyarorszaghoz hasonlo, kisebb gazdasagi sulyt allam szamara elény6s lehet?,
ha nem csak a sajat devizajaban denominalt kdtvényeket bocsat ki. Tovabba bizonyos ese-
tekben, foleg gazdasagi sokkok idején az allamok rakényszeriilhetnek mas, a sajat valuta-
ovezetiiktdl eltérd devizakban torténd kibocsatasra, példaul a sajat tékepiacuk mérete vagy
fejletlensége® miatt. Ugyanakkor a mas devizaji kibocsatasokkal egy ujabb, igen jelentds
kockazati faktor jelenik meg, méghozza a kamatkoltségnek és a portfolié értékének a devi-
zadrfolyamok volatilitdsabol eredd valtozasa.

Tehat a benchmarkok meghatarozasanal a portfolid olyan paramétereit érdemes va-
lasztani, amelyeknek a szabalyozasaval az addssagkezeld kelld mértékben befolyasolhat-
ja a fent emlitett kockazatokat. A hozamkockazat kezelésére a nemzetkozi gyakorlatban a
legelterjedtebb modszer, hogy az adossagportfoli6 Macauley-féle atlagidejére hataroznak
meg célértéket, illetve — mint altalaban az ilyen benchmarkok esetében — egy elfogadasi
savot, amelyen beliil kell mozognia az adott valtozonak. Tovabbi eszkoz lehet még a fix és
valtoz6 kamatozasu instrumentumok aranyanak meghatdrozasa. Példaul a fix kamatozasu
kotvények részaranyanak ndvelésével nyilvanvaldé modon csdkkenthetd a kamatkifizeté-
sekbdl adodo kockazat, hiszen a kifizetendd kamatok elérelathatova, tervezhetévé valnak.
Ugyanakkor el6fordulhat, hogy ez a kdltségek novekedéséhez vezet. A fix-valtozo ardny a
nemzetkdzi gyakorlatban nem olyan szélesen elterjedt benchmark, mint az atlagidd, de azért
talalhatunk példat arra, hogy foleg az atlagidovel egyidejiileg alkalmazzak, példaul a dan
vagy a magyar addssagkezeld esetében.

Ugyanakkor vannak olyan kockazati tényezok, amelyekre a leginkabb a fix-valtozo
arany hat. Ilyen példaul a meglévo hitelek refinanszirozasi koltségének valtozasabol adodo
kockazat. Ezt a kockazatot az atlagidénél joval hatékonyabban lehet kezelni a fix és valtozé
kamatozasu eszk6zok aranyanak kontrollalasaval. Példaul a belga addssagkezelé hasznalja
ezt a modszert az adossag refinanszirozasabol eredd kockazatok ellendrzésére.

Erdemes megjegyezniink, hogy bizonyos esetekben kérdéses, van-e értelme mind atlag-
id6re, mind fix-valtoz6 aranyra stratégiai célt felallitani. Hiszen a két tulajdonsag ugyan-
azon kockazati faktorral van 0sszefiiggésben, igy informaciotartalmuk részben fedi egy-
mast. Természetesen az egyezés nem teljes, igy elméletileg egyik tényezd sem hanyagolhatd
el, am bizonyos esetekben foloslegesen tulbonyolitja a kérdést mindkét valtozo figyelembe
vétele.

A devizakockazat kezelésével kapcsolatos benchmarkvaltozo lehet példaul az egyes de-
vizak részaranya a teljes adossagportfolion belill. A f6 problémat jelen esetben az jelenti,
hogy a tul sokféle deviza jelenléte nagyban megneheziti a kockazatok és koltségek elérejel-
zésének modellezését, valamint jelentds arfolyamkockazatot indukal.

Néhany adossagkezelé — magyar vagy dan — a devizak aranyara csak két benchmarkot
hataroz meg. Az elsé a nem sajat devizdban denominalt instrumentumok aranya a teljes

2 Példaul ilyen eldny lehet az alacsonyabb koltségek melletti finanszirozas vagy egy nagyobb és likvidebb piacra
vald belépés.

3 Az 1980-as években a szocialista orszagok esetében a sajat tékepiac fejletlensége volt a kiilfoldi hitelek felvé-
telének legjelentdsebb oka.
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portfolioban, a masodik kitlizott benchmark pedig az, hogy az dsszes tobbi devizabol az
euro részaranyanak 100%-nak kell lennie. Sdvok meghatarozasa esetén ez altalaban a 95—
100%-o0s savot jelenti. Nyilvan a nem eurodvezet-kozeli allamok esetében ez a kitiintetett
deviza mas is lehet, példaul az amerikai dollar. Ezeknek a 1épéseknek az az egyik lényeges
eleme, hogy a devizédkkal kapcsolatos Osszes kérdést két valtozora vonatkozd megkotésre
redukaljak, ami jelentdsen leegyszerisiti a szamitasokat. Még ennél is nagyobb haszna, hogy
ezaltal az adossagportfolié nincs kitéve a keresztarfolyamok valtozasabol ered6 kockazatok-
nak. Tovabbi elonyt jelent az is, ha a kitiintetett deviza arfolyamat a monetaris politika is figye-
lemmel kiséri, példaul az Eurdpai Gazdasagi és Monetaris Unidhoz (EMU) csatlakozas el6tt
allo orszagokban az euro esetén. Elofordulnak azonban olyan példak is a gyakorlatban, ahol
az adossagkezel6 nem korlatozza devizaallomanyat; példaul az osztrak allamadossag-kezeld
intézmény vallalja a keresztarfolyamok valtozasabdl eredd kockazatokat.

Természetesen el6fordulhat, hogy egyes devizak esetén nincs sziikség az atlagidore és/
vagy a fix-valtozé kamatozasu eszk6zok aranyara vonatkozo célsav meghatarozasara. Pél-
daul a magyar Allamadossag Kezeld Kozpont (AKK) csak a forintinstrumentumok ese-
tén hataroz meg atlagidére vonatkozo kritériumot. Mivel az AKK a hazai piacon stratégiai
kibocsatd, ugyanakkor a nemzetkdzi tokepiacokon opportunista résztvevo, igy a portfolid
nem forintban denominalt részének szerkezetével kapcsolatban csak a fix és valtozo ka-
matozasu eszkdzok ardnya van rogzitve, az atlagidé nincs. Természetesen az atlagidore is
lehetne célértéket meghatarozni, &m azon instrumentumok esetén, amelyeknek a piacan
nem stratégiai résztvevo az adossagkezeld, érdemes kevesebb megkotéssel €lve, nagyobb
szabadsagot hagyni a piaci folyamatokra torténd reagalasra.

1.2. Dontési szempontok

Az allamadodssag-kezelési stratégia meghatarozasa tehat leginkabb a kivalasztott valtozok
célértékeinek, azaz céltartomanyainak optimalis kivalasztasat jelenti. Felmeriil tehat a kér-
dés, hogy mi tekintendd optimalisnak. A cikkben mar tobbszor eldkeriilt, és tovabbra is
megfeleld iranymutatasként alkalmazhat6, hogy az allamadossag-kezeldk célja a koltségve-
tés finanszirozasa hosszl tavon, minél alacsonyabb koltségek mellett, a kockazatok figye-
lembe vételével.

Az allamaddssag-kezel6 intézmények koltségeinek jelentds részét a kifizetendé kamatok
alkotjak, igy a koltségek szamszeriisitésében elsd helyen a jovobeni kamatkiadasok mértéke
szerepel. Tehat természetes modon adodo kockazati tényez6 — amelyet nem lehet figyelmen
kiviil hagyni — a kamatkoltségek valtozasabol adodo kockazat. Tovabba egyes orszagok ese-
tében az allamadossag piaci értékének is igen fontos a szerepe, hiszen hatassal van az allam
megitélésére és a kockazati besorolasara is, ami kiilondsen fontos a kisebb, nyitott gazdasa-
gt allamok esetén. Igy a kamatkoltség mellett a portfolio értékére vonatkozé varakozasokat
¢és az ingadozasabol ered6 kockazatokat is szamszersiteni kell.

Ebbdl kovetkezik, hogy a dontés meghozatalahoz az addssagkezeld kamatkiadasaibol
€s a portfolié értékvaltozasabol szarmazo koltségeket és kockazatokat kell szamszerisiteni.
A kockazatok szamszerisitésére az egyik lehetéség az at Risk mutatészamok hasznalata.
Nem feltétleniil ez az egyediili és legjobb megoldas, ugyanakkor egyszeriien szamolhat6 és
konnyen értelmezhet6é eredményeket ad, igy a célnak tokéletesen megfelel.
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1.2.1. Cost at Risk és Value at Risk

Az at Risk mutatdészamok valamely eloszlas magas, példaul 95%-os percentilisét, pontosab-
ban annak a varhat6 értéktdl vald eltérését jelentik. Ezért ugy lehet felfogni: azt mutatjak
meg, hogy az adott X valtozo értékének a varhato értéktdl vett eltérése nem lesz nagyobb,
mint az X at Risk (XaR) mutatészam értéke valamely « valoszintiséggel. Tehat:

P(X<XaR,,)=a .

A modszer egyik nagy hibaja, hogy semmit nem mond az eloszlas farkardl, azaz nem
tudja szadmszerisiteni, hogy mi torténik, ha az X valtozo értéke abba az 1—« valdszinliségii
tartomanyba esik. Erre jelenthet megoldéast az Expected Shortfall (ES) néven ismert mé-
részam alkalmazasa, ami az X valtozo értékének feltételes varhato értéke, feltéve, hogy X
értéke nagyobb, mint az elobb vizsgalt XaR mutatészam. Azaz:

ES.=E(X| X >4aR, ).

Ebben a dontési helyzetben azonban nem a mutatdészamok konkrét értéke, hanem az
altaluk meghatarozott rendezés jelenti a sziikséges informaciot, igy az ES hasznalata csak
akkor jelentene plusz informaciot, ha ez befolyasolna az at Risk mutat6 altal adott rendezést.
Példaul olyan valtozok esetén, amit az elsé két momentuma egyértelmiien meghataroz, ez
semmiképpen sem lehet igy.

Az allamadoéssag-kezel6 intézmények két valtozot szoktak figyelembe venni a portfélio
Osszetételének optimalizalasa sordn: az adossagportfolid értékét, valamint a finanszirozas
koltségét. Ez utdbbi a kamatfizetés koltségét jelenti. A portfolio értékvaltozasanak at Risk
mutatdszamat Value at Risknek (VaR) szokas hivni, mig a koltségek eloszlasabol szamitott
értéket Cost at Risknek (CaR). Kifejezetten kamatkoltség esetén szokas az Interest Cost at
Risk (ICaR) elnevezés hasznalata, am a jelen cikkben a koltségek csak kamatkoltség forma-
jéban jelennek meg, igy a CaR jelolés hasznalata nem okoz értelmezésbeli nehézségeket.

A kockazatok szamszertsitésére tehat az at Risk mutatdszamok hasznalhatok. A kockéazatok
mellett azonban sziikséges még az adossagkezeld koltségeinek szamszerisitése is. Erre a fent
emlitett valtozok varhato értéke megfeleld valasztas, hiszen konnyen interpretalhato.

Ezaltal a dontési probléma hasonldva valt, mint a pénziigyekben oly gyakran targyalt
portfoliovalasztasi kérdés, hiszen valamely paraméterek varhato értéke és kockazata a két
figyelembe vett szempont. A dontéshozd, jelen esetben az addssagkezeld, ezeknek az érté-
keknek a figyelembe vételével a sajat preferenciai alapjan valasztja ki a szerinte optimalis-
nak itélt portfoliot. Az egyetlen kiillonbség, hogy itt nem egy, hanem tdbb valtozo varhatd
értéke és kockazati mérészama szerepel.

1.2.2. Egyéb szempontok

Adddhatnak azonban egyéb, a kockazattal ¢és koltségekkel nem kdzvetlen osszefiiggésben
1év6 szempontok is. El6fordulhatnak olyan — tobbnyire makrogazdasagi folyamatok alapjan
megvalasztott — benchmarkértékek, amelyek a koltség-kockazat-elemzés alapjan nem len-
nének optimalisak, am egyéb szempontok alapjan alkalmazhatok.
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A legkézenfekvobb példa az EMU-csatalakozas eldtt allo, azt rovid- vagy kdzéptavon
tervezo orszagok esete. El6fordulhat, hogy a portfolid euroinstrumentumai részére az opti-
malis benchmarkértékek nem egyeznek meg a sajat devizdban denominalt részre vonatkozo
értékekkel, példaul a fix-valtozo kamatozasu eszkdzok ardnya esetén. Az is lehetséges, hogy
a sajat valutara vonatkozodan tobb valtozo képezi az adossagkezelési stratégia részét, mint az
euroeszkozok esetén. Ugyanakkor az EMU-csatlakozas pillanatara ezeket a kritériumokat
0sszhangba kell hozni, akar novekvo koltségek és kockazatok aran is, hiszen a csatlakozas
pillanataban egy hirtelen valtas nem megoldhat6 feladat.

Tovabbi példa egyes benchmarkértékek modellen kiviili szempontok alapjan térténé meg-
hatarozasara a devizaban denominalt addssag részaranyanak bizonyos szint alatt tartasa. A
nemzetkozi szervezetek, piaci szereplok az adott allamok, addssagkezelok megitélésekor ne-
gativumként értékelik a nem sajat devizdban denominalt ad6ssagok magasabb aranyat.

1.3. A portfolio modellezése

A benchmarkértékek meghatarozasa bonyolultabb modellek esetén analitikus mdédon nem
megoldhato, hiszen a jovébeni koltségeket meghatarozd hozamok valosziniiségi valtozok.
Tehat a kockazati faktorokat szimuldlva meg kell vizsgalni, hogy a benchmarkvaltozok
kiilonboz6 értékei mellett milyenek lesznek a dontésnél figyelembe veendé CaR- és
VaR-értékek. Ezek alapjan mar kivalaszthatok az addssagkezeld szamara optimalis
benchmarktartomanyok.

A kockazati faktorok mellett sziikséges magéanak az adossagportfolionak a modellezé-
se is, hiszen a modellezés id6tartama alatt a portfolio 0sszetétele jelentdsen megvaltozik.
Egyrészt a modellezés idejére sziikkségképpen esnek lejard kotvények és 1j kibocsatasok is,
valamint a visszavasarlasokrol sem feledkezhetiink meg.

A portfolio modellezésével kapcsolatosan ennek kovetkeztében harom 1ényeges kérdés
meriil fel: egyrészt az, hogy milyen kiinduld portf6liobdl induljon a modell, masrészt, hogy
milyen id6tavon folyjon a modellezés, és végiil, hogy id6kdzben mely események keriiljenek
bele a modellbe.

1.3.1. Id6horizont

Az id6horizont meghatarozasanal azt kell figyelembe venni, hogy az allamadossag-kezelési
stratégianak a portfolio 6sszetételére vonatkozo elemei az adossagkezeld milyen tavi terve-
inek részei. A dan adossagkezeld esetén a célértékek meghatarozasa a kozép- és hosszl tava
tervek része, ezért a kockazatbecslé modellt tizéves periodusra futtatjak. Magyarorszagon
az AKK benchmarkmodelljébdl szarmazé adatokat a koltségvetési tervezéssel dsszhangban
keriilnek vizsgaljak feliil.

1.3.2. Kiindulé portfolio

A portfolid modellezésére két lehetéség adodik. Vagy az adott adossagkezeld tényleges

s

paraméterekkel rendelkezik.
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A fiktiv induld Osszetétel elénye, hogy egyszerlibb megvaldsitast jelent. A valos
portfoliobol torténd indulds esetén ugyanis elsd 1épésként swapok segitségével egy olyan
portfoliot kell 1étrehozni, amelyiknek a kivalasztott paraméterei éppen a vizsgalni kivant
szinten vannak. Egy adott tulajdonsagti modellportf6lié esetén ez nyilvan adott, igy jelentds
szamitasi kapacitast és id6t takarithatunk meg. Ennek a modszernek azonban tébb hatul-
iit6je is van. Egyrészt azt feltételezi, hogy a benchmarknak kivalasztott valtozok értékei
egyértelmiien meghatarozzak a vizsgalni kivant CaR- és VaR-értékeket, azaz két kiilonb6zo
modellportfolidbol valo indulas esetén hasonld értékeket kapunk.* Tovabba ebben az eset-
ben problémat jelenthet a sziikséges értékek modellezés alatti valtozasa, hiszen ilyenkor a
modellezési folyamat kdzben is be kell allitani a kivant értékeket.’

1.3.3. Idokozi kibocsatasok, visszavasarlasok
A modell felépitése eldtt tovabbi kérdés, hogy sziikséges-e — és ha igen, milyen moédon — a
modellezés idtartama alatti kibocsatasok, valamint visszavasarlasok beépitése a modellbe.

Amennyiben a kiindulo portfolio fiktiv Osszetételii volt, amelyet minddsszesen a
vizsgalt valtozok értékei szerint hartaroztak meg, akkor az id6kozi kibocsatasok és
kotvényvisszavasarlasok semmilyen valtozast nem eredményeznek, hiszen a modellezés
folyaman a portfolié kockazatat meghatarozo6 paramétereket mindig a vizsgalni kivant szin-
ten kell tartani. Tovabba emo6gott a megkozelités mogott az a mar emlitett feltételezés all,
hogy a kivalasztott tulajdonsagok teljesen leirjak a portfolié kockéazatara hato tényezoket,
igy a kibocsatasi terv felhasznalasa nem jelentene tobbletinformaciot, hiszen az legfeljebb
a konkrét cash flow-értékeket valtoztatja meg, de a portfolio megfigyelt paramétereit nem.

Tehat az idokozi tevékenységek figyelmen kiviil hagyasahoz elegend6 azt feltenni, hogy
a portfolid kockazatat a konkrét pénzaramlasok kozvetleniil nem befolyasoljak, csak a
benchmarkértékekre gyakorolt hatasukon keresztiil.

A val6s portfolio hasznalata esetén mar lehet értelme az idokozi tevékenység modellezé-
sének. Foleg akkor, ha a modell hosszabb id6horizontot vizsgal, példaul egy tiz-tizenot éves
szimulécio esetén. Jellemz6en azon orszagokban veszi figyelembe az adossagkezeld ezeket
a folyamatokat, ahol a piaci folyamatok kellden stabilak a kibocsatasok és visszavasarlasok
hosszt tavl tervezhetdségéhez, a tervek stabil megvalositasahoz.

Ugyanakkor érdemes megfigyelni, hogy azon allamokban, ahol szamolnak a kibocsata-
sokkal és visszavasarlasokkal, a benchmarknak kivalasztott valtozok szama alacsonyabb,
mint ami a portfolié leirasahoz sziikséges lenne, az igy nyert szabadsagfokokat sziinteti meg
az elére megadott kibocsatasi és visszavasarlasi terv. Ekkor tulajdonképpen ezek a folyama-
tok nem a stratégiai célok elérésének eszkozei, hanem egy kiviilr6l adott paraméteregyiittest
alkotnak, amelyet figyelembe kell venni az ad6ssagkezelési stratégia kialakitdsanal. A nem
a modell eredményei alapjan kialakitott, hanem mas szempontok alapjan, a modellezés el6tt
mar adott kibocsatasi terv alkalmazasa hasonl6é ahhoz, mint amikor valamely makrogazda-
sagi indok miatt, és nem a modellezés eredményeként hataroznak meg benchmarkértékeket.

4 Példéul, ha az atlagidd és a fix-valtozo arany koziil valamelyik nem tartozik a vizsgalt tulajdonsagok kozé,
akkor ez a hiba azonnal megjelenik.

5 Amennyiben azonban a kivalasztott valtozok valoban jol leirjak a portfoliot, akkor a modellalapt kiindulas
mindenképpen jobb megoldas.
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2. BENCHMARKMODELL

A stratégia kialakitasanak mindenképp kozponti — és talan a legtobb kérdést felveté — mo-
mentuma a megfelel6 arfolyam- és kamatlabmodellek kivalasztdsa. Ebben a részben a ta-
nulmany roviden attekinti a szimulacioéval és arfolyammodellekkel kapcsolatos kérdéseket,
majd a lehetséges kamatlabmodelleket vizsgalja. Végiil elemzi azokat a szempontokat, ame-
lyek alapjan az addssagkezeld donthet a hasznalni kivant modellrdl.

2.1. Modellezési folyamat

A benchmarkmodellezés kozponti eleme a kockazatokat generalé folyamatok modellezése.
Ezaltal kiilonb6z6 paramétert portfoliok esetén dsszehasonlithatova valnak a kockazatok
és koltségek. Igy az allamadossag-kezeld szerveknek lehetéségiik nyilik a kockazatvallalasi
hajlanddsaguk alapjan kivalasztani a benchmarktulajdonsagok szdmukra optimalis tarto-
manyait.

A konkrét modellek kivalasztasan kiviil fontos kérdés még az idéhorizont skalazasa,
azaz, hogy milyen felbontassal vizsgaljuk a modellezés id6tartamat. A peridédushosszra fel-
s6 korlatot jelent a kamatfizetések gyakorisaga, hiszen minden egyes kamatigazitas id6-
pontjaban sziikségképpen rendelkezniink kell egy szimulalt hozamgdrbével. Ha azonban tul
rovid periddushosszakat vesziink, azzal foloslegesen tulbonyolitjuk a modellt, és megnovel-
jik a szdmitasi id6t. A dan adossagkezeld példaul negyedéves periddushosszt hasznal, ami
a tizéves idotav esetén kozel negyven vizsgaland6 idopontot jelent.

Konnyebb a helyzet, ha egy egyszertibb, de analitikusan kénnyen kezelhetd kamatlab-
modellt valasztunk. Ekkor ugyanis kapunk analitikus eredményt a hozamok adott idépont-
beli eloszlasarél. gy nem lesz sziikséges a hozamgérbe dinamikajat leiré differencialegyen-
let szimuladlasa, minddssze a kamatigazitdsok idopontjaiban esedékes hozamgorbéket kell
modellezni.

2.1.1. Arfolyammodell

A devizaarfolyamok modellezésére a leginkabb hasznalt modell a pénziigyi életben minden-
naposan hasznalt geometriai Brown-mozgés. Ez egy analitikusan jol kezelhetd, viszonylag
egyszerti modell. Ennél bonyolultabb arfolyammodellek esetén, példaul ha a diffuzids tagba
beépitiink egy Poisson-folyamatbol szarmaztatott folyamatot is, sokkal pontosabb eredményt
nem kapunk, ugyanakkor a jo analitikus kezelhetdséget és egyszertiséget elveszitjiik.

2.2. Kamatlabmodellek

A kamatlabmodellek a hozamok lejarati szerkezetét, valamint a lejarati szerkezet iddbeni
valtozasat, dinamikajat probaljak leirni. Ebben a fejezetben néhany, az allamadossag-keze-
1és soran hasznalhat6 konkrét kamatlabmodellt vizsgalunk, ahol lehet, bemutatva azokat az
analitikus formakat, amelyek segithetik a benchmark modellezést.
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A modellek esetében az elsddleges célunk az, hogy megvizsgaljuk, mennyiben alkal-
mazhatdak az adossagkezelési stratégidban. Ennek megfelelden a kdzponti kérdés, hogy a
modell kdzgazdasagilag mennyire elfogadhat6, és analitikusan megkaphatd-e egy tetszo-
leges ¢ id6pontra a kamatlabak feltételes eloszlasa; azaz mennyire egyszeriien kezelhetd,
sziikséges-e a felirt dinamika szimulalasa.

2.2.1. Heath—Jarrow—Morton

Kamatlabmodellezés soran harom olyan valtoz6 van, amelynek a megvaltozasara felirha-
tunk sztochasztikus differencidlegyenletet. Ilyen a révid kamatlab, a kdtvényarfolyam és
a forwardkamatlab. A harom felirasi forma ekvivalens, azaz barmelyikbdl megkaphatjuk
barmelyik masikat, ha a piac arbitrazsmentes, azaz létezik martingalmérték. Tehat a model-
lezésre a kovetkez6 egyenletek alkalmazhatoak:

dr(t) = a(t)dt +b(t)dW (t) (1)
d,p(t,T) = p(t,T)[m(t, T)dt +v(1,T)dW (1) 2
d, f(t,T)=u(t,T)dt+ot,T)dW(¢) 3)

A kotvényarfolyamra felirt differencidlegyenletbdl, felhasznalva, hogy

t
pt,T)= exp{{f’(t, 5) ds},
konnyen kaphato a hataridés kamatlabra felirt egyenlet.
A hatarid6s kamatlab modellezése esetén mind a kotvényarfolyam, mind a rovid kamat-
1ab dinamikéja kaphat6 az

S =r(@)

dlnp(t,T)
.f(t’ T) - oT
Osszefiiggésekbol.

A rovid kamatlabra felirt dinamikabdl kézvetlen médon nem kaphaté meg a kétvényar-
folyam dinamikaja, ugyanis e k6zott a két valtozo kozott nincs explicit 6sszefiiggés. Ugyan-
akkor a martingalmérték ismerete esetén kihasznalhato, hogy a kdtvény ara megkaphat6 az

arazasi forumalbol, azaz

- b
p@.T)= B(l)Ep*(B(T) IF(I)),

ahol a betét értéke szamithato a rovid kamatlab segitségével. Tehat ehhez az atmenethez, azaz
a harom dinamika kozti teljes atjarashoz sziikséges a martingalmérték ismerete.

A legtobb modell a rovid kamatlabra van felirva, azonban a masik két valtozo modelle-
zése is elofordul a gyakorlatban. A fejezet a leggyakrabban hasznalt modelleket mutatja be,
kiilonos tekintettel arra, hogy eredményeik kdzgazdasagilag mennyire fogadhatok el, vala-
mint mennyire bonyolultak, tehat alkalmazhatok-e a benchmarkértékek meghatarozasara.



344 HITELINTEZETI SZEMLE

Barmely modellt is hasznaljon az addssagkezeld, talalhaté olyan hataridés kamatlabra
felirt dinamika, ami az alkalmazott modellt implikalja. Fontos allitas, hogy a hataridés ka-
matlab dinamikaja esetén a drift és a volatilitds nem hatarozhat6 meg fiiggetlentiil (Heath et
al. [1992]), a volatilitasstruktura egyértelmiien meghatarozza a driftet a kovetkez6 modon:

w(t,TY=0(t,T) tfa(t, $)ds+A(t)o(t,T), @

ahol A a kockazat piaci ara. (Ennek az arbitrazsmentességi feltételnek nevezett osszefiig-
gésnek a levezetése az 5.1. fiiggelékben talalhato.)

A kapott dsszefiiggés tehat azt eredményezi, hogy a hataridds kamatlabra felirt dinami-
ka sziikségképpen

d f(t,T)=ut,T)dt +ot,T)dW (1) =

- [J(I,T) for(s.T)ds +j(t)a(t,T)} di+o (6, T)dW (1) =
_ |:J(t,T) fa(s,r)ds} di+o (L, T)dW' (1) )

alaku, ahol W*(#) P*-Wiener és P* az a martingadlmérték, ahol a szamlaloéfolyamat a B(%).

A tovabbi alfejezetekben bemutatott modellek esetén a targyalt 0sszefiiggések leveze-
tései bar nem kevésbé fontosak, mint a cikk egyéb részei, am sok esetben indokolatlanul
megszakitanak a gondolatmenet fonalat, igy ezeket a levezetéseket a cikk fiiggelékében ta-
lalhatja meg az érdekl6do olvaso.

2.2.2. A Vasic¢ek-modell
A Vasicek-modell (Vasicek [1977]) alapegyenlete a rovid kamatlabra van felirva:

dr(t) = (k=& (1) )dt+odW (@), 6)

ahol W*@®) P* -Wiener, k, 6 ¢s o pedig pozitiv konstansok.

Lathatd, hogy a folyamat driftje olyan, hogy rendelkezik egy bizonyos hosszu tavu at-
laghoz val6 visszahtizassal, azaz ha a rovid kamatlab pillanatnyi értéke ez alatt az atlag alatt
van, akkor a drift pozitiv, mig ha folotte, akkor negativ.

Jelen cikk szempontjabol a modellel kapcsolatban az a 1ényeges kérdés, hogy analitiku-
san mennyire konnyen kezelhetd, azaz a kotvényarfolyamok meghatarozhatoéak-e egysze-
ri, matematikailag jol viselkedd zart képlettel, valamint a jovébeni kamatlabak feltételes
eloszlasa milyen. Az elsd kritérium a kdnnyt és gyors szamitasokhoz sziikséges, mig egy
kényelmesen kezelhetd eloszlas a folyamat szimulalasabol adodé nehézségektdl szabaditja
meg az addssagkezel6t.

Kotvényarfolyam
A Vasic¢ek-modellben az elemi kdtvények arfolyamat a

p(t,T) = expl{d(t,T) +C(t,T)r(t)} (7)

formula adja, ahol
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~O-0_ g

cwn=-—
2

A, T) = f kC(s,T) +”7 C(s,T)ds

Ez a formula egyszeriien kezelhetd, és a modellezés soran gyors szamitasokat tesz lehe-
tové. (A kotvényarfolyam levezetését a 6.2. fiiggelék tartalmazza.)

Kamatlab eloszlasa
Egyszerli szamitasokkal® konnyen megkaphatd, hogy a Vasi¢ek-modellben minden

0=s<t<T esetén
1=t
r(t)=r(s)e?"™ +hk——— +
é

+ foe AW (u) )

Innen konnyen leolvashaté a ¢ id3szaki kamatlab F (i) -re vonatkozé feltételes eloszla-
sa, hiszen az &sszes els6 két tagja determinisztikus, a harmadik tag pedig valodi martingal,
valamint a Wiener-folyamat tulajdonsagai alapjan normalis eloszlast. Innen mar kdnnyen

leolvashato a kamatlab feltételes varhato értéke és szorasa is, hiszen az integral valodi
martingal, igy varhato értéke nulla, azaz

E, () |F(s)) = r(s)e +k$ ) )

tovabba ezek a tagok determinisztikusak, igy varianciajuk zérus, azaz
t
D*(r(6) | F()) = D*(J e " (u ) =
L *
:f JZe—Zﬂ(t—u)d[W ](u) —

t
=0,2fe—2ﬂ(t—u)du _

s

- Z_;(l ) (10)

Tehat:

H(t—s 1 =20(t—s
L(r(t)|F(s)):N(r(s)e ( )+keT;Z—!9(l—e ( >)) W

6 Az ide vonatkozo levezetést a 6.3 fiiggelék tartalmazza.
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Azaz a kamatlab normalis eloszlast, konnyen szamithatd paraméterekkel, ami meg-
konnyiti a modellezést, hiszen az adossagkezelonek nem sziikséges a teljes folyamatot mo-
delleznie, csak a kamatfizetések idépontjaira kell a kamatlabakat szimulalva el6allitani az
adott idépontra érvényes hozamgorbéket.

Erdemes még megvizsgalni, hogy mi a folyamat hatareloszlasa: azaz mi torténik, ha
t = o . A f6 kérdés ebben az esetben, hogy az igy kapott eloszlasnak 1étezik-e véges sz6-
rasa. Konnyen lathato, hogy ekkor

k 2
- N[(E-Z
L(r(1)|F(s)) N( i ﬂ) (12)
Kozgazdasagi relevancia
Kozgazdasagi szempontbol igen 1ényeges kérdés, hogy a modell képes-e normal, inverz
¢és pupos hozamgorbe 1étrehozésara is. A Vasi¢ek-modellben mindharom hozamgorbetipus
Iétrejohet. Sajnos azonban a Vasicek-modell tobb, kozgazdasagilag nem feltétleniil elfogad-
hat6 tulajdonsaggal rendelkezik. Az egyik probléma, hogy a fent levezetett eloszlas norma-
lis, igy elméletileg a kamatlab negativ értéket is felvesz pozitiv valosziniiséggel.
Tovabbi problémat jelent még, hogy a kiilonboz6 lejaratokhoz tartozé spothozamok

kozotti korrelacio 1 a modellben, hiszen
Cov(R(0,7)); R(0,T;)) _

Corr(R(0.T):R(0.T,) )= D(R(0.T;)) D(R(0.T}))

cOv( (O)B(T) (O)B(TT))

(r (O)B(T)) ((O)B(T ))
) %?)%?)Cov(rw);r(o)) _

B(T) B(T,

%%D(V(O))D(V(O))

B(T)B(T) 0
e D*(r(0) N (13)
LRI

I T,

Ebbdl kévezkezden azonban a kiilonboz6 lejarata kdtvények arfolyamai kozotti korrela-
ci6 igen magas lesz.

2.2.3. Cox-Ingersoll-Ross-modell
A Cox—Ingersoll-Ross (CIR) modell (Cox et al. [1985]) nagyon hasonlé a Vasi¢ek-modellhez,
legfébb elénye azonban, hogy a rovid kamatlab nem vehet fel negativ értéket. A modellt a
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dr(t) = alb —r(O)dt +o[rO)dW" (1) (14)

egyenlet definialja, ahol W*(t) P’ -Wiener, a, b és o pedig pozitiv konstansok. Ebben
a modellben is megjelenik az atlaghoz vald visszahuzo tulajdonsaga a kamatlab driftjének,
azonban — a modell modositasanak koszonhetden — ha a kamatlab alacsonyabb értéket vesz
fel, akkor a volatilitasa is alacsonyabb lesz, igy megakadalyozza, hogy az negativ értéket
vegyen fel.

Kotvényarfolyam

A CIR-modellben az elemi kdtvények arfolyama mar nem irhato fel olyan egyszeriien
kezelhet6 képlettel, mint a Vasi¢ek esetén, bar jellegében ahhoz hasonlo struktirat kapunk.
A CIR-modellnél is
P(T,t) = exp{A(t,T)+C(t, T)r(t)}. (15)

azonban itt

v _
2 (—& v &)sh(&(T )
7l 7o)+l -o)

4. 7)=[ C(s.T)ds

__ w4
i

(A képlet levezetése megtalalhato a 7.1 fiiggelékben.)
Bar a kapott formula elsére nem szemet gyonyorkodtetd, am analitikusan jol kezelheto,
igy a modellezés soran a szamitasokat nem neheziti meg jelentésen.

Kamatlab eloszlasa

A kamatlab feltételes eloszlasa mar Iényegesen bonyolultabb mddon kaphatdé meg.
A modellt ugy is szokas bevezetni, mint fiiggetlen Wiener-folyamatok hajtotta Orstein—
Uhlenbeck-folyamatok négyzeteinek Osszegét, ami mar sejteni engedi, hogy a kamatlab
eloszlasa nem-centralt x> lesz. Ezt a modellt bemutatd szerzéparos 1985-6s cikkében le is
vezeti (Cox et al. [1985]). Lathato tehat, hogy ebben a modellben a kamatlab nem vehet
fel negativ értéket.” A kamatlab feltételes varhato értéke és variancidja azonban kénnyen
megkaphato. Alkalmazzuk dr(t)-re az Ito-lemmat, majd vegyiik mindkét oldal varhato
értékét, és hasznaljuk a Fubuni-tételt, igy

o2

7 Egészen pontosan akkor lesz 0 valosziniiséggel negativ a kamatlab, ha T
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E(r(1)|F(s))=r(s)e”™ + f;ﬂ'w _

(16)

=r(s)e”" M+ <L (1 —e7™) )

Vi
Amennyiben ¢ = ©, akkor
E(r(0)|F(s))~> <.
Y
A folyamat feltételes varianciaja szintén az It6-lemma segitségével kaphato:
o’ (. _ a o’ _ >
D (r(0)|F(s))=r(s)=—=e”"™ - |+=Z_(1 7" ), 17)

ahonnan f = ©0 esetén a hatareloszlas varianciaja

D*(r(t) |F(s))~ zg—z.
(OIF®)> 257

Kozgazdasagi relevancia

A modell kozgazdasagilag lényegesen jobb, mint a Vasicek, hiszen megdrzi annak minden
jo tulajdonsagat. Inverz, normal és puipos hozamgorbe egyarant eléallhat a modellben,
valamint rendelkezik az atlaghoz valo visszahtzassal. Tovabba a CIR-modell esetén mar nem
fordulhat el6, hogy a kamatlab negativ értéket vegyen fel. Cserébe ezért az eredményért, a
konnyen kezelhetd, normalis eloszlasu, rovid kamatlabat felvéltja a nem-centralt y? eloszlas,
azaz az adossagkezeld intézmények a CIR-modell alkalmazasa esetén rakényszeriilnek a
kamatlab folyamatanak szimulalasara.

Tovabba érdemes megjegyezni, hogy a VasSicek-modellnél bemutatott levezetés itt is
érvényes a kiilonb6z6 lejarathoz tartozo spothozamok kozotti korrelaciora.

2.2.4. Tobbfaktoros modellek

A pontosabb becslések mellett a hozamok korrelaciojabol adodo problémakat is megoldhatja
valamely bonyolultabb, tobb kockazati faktort tartalmazé modell alkalmazasa. Az
allamadodssag-kezel6 szervek koziil példaul a dan adossagkezeld hasznal kétfaktoros modellt,
a CIR-modellre épiilé Longstaff-Schwartz (Longstaff és Schwartz [1992]) modellt. Ebben
a modellben a kamatlabfolyamat két fiiggetlen folyamat osszegeként all ¢ld, ahol ez a két
folyamat a CIR-modellhez hasonlé dinamikat kdvet.

A modell elénye az, hogy analitikusan jol viselkedik, valamint mivel a CIR-modellbél
szarmaztathato, konnyen kezelhet6. Amodellben a rovid kamatlab mellett a mésik megjelend faktor
a rovid kamatlab variancigja. A modell felirasa soran a szerzok a CIR-modellre tamaszkodtak,
azonban a két faktor dinamikajara felirt egyenletekbdl ez mar aligha olvashato le:
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dr(t)= (ay +6y — /é)/‘; :;’f r(t) —;:j V(t))dt +
Gr(t) =V (1) V(1) —ar() 18
+a o) aw,(t) +4 96— dw,(t) (18)

dv(t)= (azﬂ/ +/52,/_a7§djr(z) — "/)%V(t))dt +
)

2 |4 V(@) 2 [V(O—ar()
N s =) dmw, (1) +4 e dm, (1), (19)

ahol a, B, v, 0, n és & pozitiv konstansok. Jol lathato, hogy itt a két faktor kdlcsondsen hat
egymasra.

A masik viszonylag kdnnyen kezelhetd modell a kétfaktoros Hull-White-modell (Hull és
White [1994]). A modell dinamikajat a

dr(t)= @+ e(0)+n, r(0)dt+o dW, (1) és (20)
de(t) = =, -£(0)dt +0, p, AW, (1) +0, [ =p}, AW, (1) 1)

egyenletek irjak le, ahol 0, « , k_, 0 és 0, pozitiv konstansok €s p_ _a két folyamat kozotti
korrelacio. ’

Mindkét modellrél elmondhatd, hogy orvosolja a kamatlabak korrelaciojabol adodo
problémat, ugyanakkor a levezetett képletek lényegesen bonyolultabbak, mint az egyfaktoros
esetben, igy az adossagkezelok nem keriilhetik el a sziikséges folyamatok szimulalasat.

2.3. A modell kivalasztasa

Amegfelelé modell kivalasztasarasajnosnincs egyértelmiiszabaly, nemlehetegyik lehetéségre
sem azt mondani, hogy egyértelmiien jobb, mint a tobbi. Azt, hogy az ad6ssagkezel melyik
modellt szeretné alkalmazni, sok szempont mérlegelése utan lehet eldonteni.

Figyelembe kell venni, hogy a modell kdzgazdasagi szempontbdl realis eredményeket
adjon, ugyanakkor még kezelhet6 legyen. Egy bonyolultabb modell esetén a szimulacio
és a koltségek és kockazatok szamszeriisitése nyilvan sokkal nagyobb energiat igényel, és
tovabb tart, mint egy 1ényegesen egyszeriibb modell esetében. Arrdl nem is beszélve, hogy
is elkeriilhetdvé valnak.

Azt, hogy az egyszeril kezelhet6ség és gyorsasag miatt mekkora pontatlansagot hajlando
elfogadni egy adossagkezeld, a szervezet preferenciai dontik el. Még ezek ismeretében is
hossziitesztelések sorozata utan lehet csak kivalasztani abenchmarkértékek meghatarozasahoz
hasznalandé modellt.
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2.4. Szimulacios lehetoségek

Amennyiben a modell analitikusan nem kezelhetd, gy mindenképp sziikséges a kamatlab-
¢és arfolyamfolyamatok modellezése. A szimulaciora két lehetséges modszer létezik.
Vagy valamilyen faval kozelitjiik a kérdéses folyamatot, vagy Monte-Carlo-szimulaciot
alkalmazunk.

2.4.1. Faval torténo kozelités

Az elsO, eszkdzarazasi problémdk esetén igen gyakran alkalmazott megoldas a keresett
folyamat valamely faval torténé kozelitése. Ezek diszkrét idoparaméterti és diszkrét allapotterti
modellek. Tehat a vizsgalt folyamatot Ggy kozelitjiik, hogy az minden véges iddpontban
csak véges sok értéket vehet fel, ezaltal a folyamat lehetséges értékeit abrazolva, az id6
elérehaladtaval szertedgazo fat kapunk. Tehat az allapottér diszkrét mivoltat kihasznalva,
felirjuk az Osszes lehetséges trajektoriat, a modellezés tulajdonképpen az egyes elemi
eseményekhez tartozo valdsziniiségek meghatarozasa.®

Elvileg tetszéleges fa alkalmas a modellezésre, ugyanakkor bizonyos tulajdonsagokat
szokas megkdvetelni. Az els6 és legfontosabb, hogy a diszkrét modell hataratmenetben azt a
folytonos modellt adja, amelyet szimulalni szeretnénk. Ezen feliil ésszerli elvarasnak tiinik,
hogy a fa konnyen kezelhet6 legyen, igy kdnnyitse meg az elvégzendd szamitasokat. Ez utobbi
tulajdonsag miatt szokas olyan fakat alkalmazni, amelyek mondhatni 6nazonosan viselkednek.
Azaz barmely idopontban és allapotban is vizsgaljuk, minden pontb6l ugyanannyi ut vezet ki,
¢s az adott utak feltételes valosziniiségei azonosak. Természetesen extrém esetekben, példaul
a fa szélein ettdl eltérések lehetségesek, de minél egységesebb a modell, annal konnyebben
kezelhetd. A gyakorlatban altalaban un. binomidlis és trinomialis fakat szokas hasznalni, azaz
minden pontbol a folyamat kettd, illetve harom tovabbi allapotba juthat el.

A faval torténd modellezés egyik legnagyobb hatuliitdje, hogy altalanos esetben igen sok
allapotot kell felirni. Mar egy binomialis fa esetén is a 7 -ik allapotban 2" lehetséges allapot
van, trinomialis fa esetén pedig 3"/ . Ez nagyban megneheziti és lelassitja a szamitasokat.
Szerencsésebb helyzetben vagyunk, ha a modellezni kivant folyamat Markov-folyamat,
ekkor ugyanis a lehetséges allapotok szama jelentdsen csokken, binomialis fa esetén példaul
a t-ik iddpontban csak ¢, trinomialis fanal pedig 2/ . Azonban a legtobb, analitikusan amugy
is nehezen kezelhetd modell esetében nem teljesiil, hogy a leirni kivant folyamat Markov-
folyamat legyen, igy a faval torténd modellezés sokszor nehézségekbe iitkozik.

Megemlitendé még, hogy kamatlab- és arfolyamfakatigen gyakran alkalmaznak egzotikus,
analitikusan kezelhetetlen derivativ termékek arazasara. Ugyanakkor az allamaddssag-kezeld
szerveknél a faval torténd modellezés egyaltalan nem jellemzd, a cikkben példaként felhozott
orszagok adossagkezeld intézményei koziil egyikben sem alkalmazzédk ezt a modszertant.

8 Ez ekvivalens azzal, hogy minden idépontban megadjuk az dsszes allapothoz, hogy a folyamat milyen valo-
szinliséggel mely allapotokba 1ép tovabb. Tulajdonképpen az adott allapotok feltételes valoszinliségét szokas
megadni az egy periddussal korabbi allapotok fiiggvényében.
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2.4.2. Monte-Carlo-szimulacio

A Monte-Carlo-szimulaci6 a folyamatokat folytonos allapottér mellett probalja modellezni.’
Az eljaras lényege, hogy minden 1épésben egy trajektoriat kovet végig. Azaz a folyamat
sztochasztikdjanak szimuldlasaval minden idOpontra generdlja a folyamat egy lehetséges
értékét, tehat példaul kamatlabmodellek esetén végigkdveti a hozamgoérbe valtozdsanak
egy lehetséges folyamatat. A cél ennél az eljarasndl is az, hogy meghatarozzuk a vizsgalt
idépontokban a modellezett folyamat értékeinek eloszlasat. Ezt oly modon érhetjiik el, hogy
a szimulaciot tobbszor végrehajtjuk, igy a kapott kimenetek gyakorisagi eloszlasa tartani fog
az elméleti eloszlashoz.

Az egyik legfontosabb kérdés, hogy hany realizacio6 vizsgélata utdn fogadhatjuk el a kapott
eloszlast mint jo kdzelitést. Erre nincs egyértelmii valasz, a témaval foglalkozé tankonyvek
5—10 000 realizaciot javasolnak, am sok esetben! Iényegesen kevesebb 1épés is elegend6. A
dan addssagkezeld példaul 2500 realizaciot vizsgal a szimuldcid sorén.

A modszer nagy elénye, hogy szdmitasigénye nem fiigg az eredeti folyamat specialis
tulajdonsagaitol.

2.5. Paraméterek becslése

A szimul4cidhoz elengedhetetlen a modell paramétereinek becslése. A legtobb modell
esetében a paraméterbecslésre az altalanositott momentumok mddszere (Generalized Method
of Moments, GMM) a leginkabb hasznalhat6 és legelterjedtebb megoldas. Ezt a modszert
hasznalta a dan jegybank is a CIR-modell paramétereinek megbecsléséhez.

3. A BENCHMARKOK MEGHATAROZASA

A megfeleld valtozok és modellek kivalasztasa, valamint a szimulaciok elvégzése utan
azonban még tovabbi kérdések és feladatok varnak az adodssagkezeld intézményekre,
hiszen a kapott eredmények alapjan meg kell hatdrozniuk az optimalis benchmarkértékeket.
Tovabbi kérdések meriilnek fel a kitlizott célértékek megvalositasaval kapesolatban is. Ez a
fejezet bemutatja az optimalis értékek meghatarozasanak modszereit, valamint a célértékek
elérésére rendelkezésre allo eszkozoket. Végiil kitér a teriiletben rejlé tovabbi kutatasi
potencial vizsgalatara.

3.1. A modellezés eredményeinek értékelése

A benchmarkok meghatarozasanak utolso 1épése a szimuldcié eredményeinek Osszegzé-
se, és ezek alapjan a kivant célértékek meghatarozasa. Ehhez els6 1épésként a kivalasztott
valtozok kiilonbo6zo értékei mellett szimulalni kell a kockazatok forrasaként fellép6 hozam-
¢és arfolyamfolyamatokat. Majd a szimulacié eredményeibdl meg kell hatarozni a dontési

9 Kivéve természetesen, ha mar az eredeti folytonos idéparaméterii folyamat sztochasztikajat is diszkrét alla-
pottéren értelmezett sztochasztikus folyamat eredményezte.
10 A szerzd6 sajat tapasztalatai alapjan is.
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paraméterek, azaz a kamatkoltségek és a portfolio értékének eloszlasat. Ezeknek az elosz-
lasoknak az ismeretében megkaphatjuk a benchmarkvaltozok adott értékéhez tartozo kolt-
ségeket, azaz a két eloszlas varhato értékét!! és a kockazatok szamszeriisitésére alkalmas
CaR- és VaR-mutatoszamokat.

Amennyiben ezt a benchmarkként hasznaland6 valtozok minden lehetséges értéke mel-
lett meg lehetne tenni, viszonylag konnyen meg lehetne hatarozni a lehetséges optimalis
portfoliokat. Azonban véges id6 alatt csak véges sok paraméteregyiittes mellett van lehe-
tdség a szimulaciora. Tehat n benchmarkvaltozo6 esetén az n dimenzids tér véges sok pont-
jéhoz tudjuk meghatéarozni a keresett értékeket, azaz els6 1épésként a kapott pontokra egy
folytonos fiiggvényt kell illeszteni. Ezek utan a probléma hasonl6 a portfolioelméletben
vagy a CAPM-modellben is latott dontési problémahoz, csak magasabb dimenzidban. Elsé
1épésként meg kell hataroznunk a mas pontokat egyértelmiien dominalé, hatékony portfoliok
halmazat, majd ezek koziil az allamadossag-kezeld intézmény preferenciai, azaz kockazat-
vallalasi hajlandosaga alapjan kell kivalasztanunk az optimalis portfoliot, ezaltal a hozza
tartozé benchmarkértékeket.

A pontossag novelésére tovabbi lehetdség: ha mar ugyis szerepel a modellben az a fel-
tételezés, hogy a koltségek és kockazatok a benchmarkvaltozok értékeinek folytonos fiigg-
vényei, akkor az els6 szimuldciok utan az adossagkezeld preferenciai alapjan optimalisnak
feltételezhetd részen ijabb szimulacidval tovabbi pontokhoz tartozé értékeket hatarozunk
meg. Ezaltal az illesztett fliiggvény pontosabban fog illeszkedni, eldsegitve az optimum pre-
cizebb meghatarozasat.

3.2. A kitiizott célértékek megvalositasa

A meghatarozott benchmarkértékek elérésére is tobb eltéré modszer all az dllamadossag-
kezeld intézmények rendelkezésére. Egyrészt a kibocsatasokat lehet ugy tervezni, hogy a
portfolio kivalasztott paraméterei a benchmarktartomanyon beliil maradjanak, masrészt a
kivant valtozok értékeit swapok segitségével is lehet modositani.

Az egyik véglet az, amikor csereiigyletek hasznalata nélkiil, az adossagkezeld ugy ter-
vezi a kibocsatasokat, hogy a portf6lié megfeleljen a stratégiaban meghatarozottaknak. Ez-
zel a tiszta modszerrel azonban tobb probléma is van. El6fordulhatnak olyan piacok, ahol
az adott piacon hasznalt deviza 0%-os arannyal szerepel az dllamadossag-kezelési stratégi-
aban, ugyanakkor kifejezetten jo feltételek és nagy kereslet mellett lehetne kibocsatani az
adott devizaban denominalt kotvényeket. Ekkor pusztan a kibocsatasi terv hasznalataval
csak gy tarthatdk a stratégiai célok, ha az adossagkezeld intézmény nem aknazza ki ezt a
lehetdséget.

Ugyanakkor cseretigyletek segitségével megvalodsithatd, hogy az adott piacra kibocsatott
kotvény pénzaramlasait a devizak részardnyara vonatkozé benchmarktartomanynak mar
megfelelé devizaban megjelend pénzaramlasra cserélje az adossdgkezeld. Ezt a modszert
alkalmazza a dan, a holland, a lett és a magyar allamadodssag-kezel6 intézmény is a nem
eurdban vagy sajat devizaban denominalt kotvényeik esetén.

11 A szimulalt eloszlasok atlagat.
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Tovabba kamatldbswapok segitségével a fix-valtozd kamatozast eszkdzok aranya, ezal-
tal a portfolio egyes részeinek atlagideje is konnyen befolyasolhato.

Akér az is megoldhato, hogy a kibocsatasi terv elkészitésekor ne kelljen figyelem-
be venni a kijelolt valtozokra vonatkozo célértékeket, csak a piaci igényekre ¢és folyama-
tokra lehet koncentralni. Majd csereligyeletek segitségével a portfoliot be lehet allitani a
benchmarkértékeknek megfeleld tulajdonsagura.

Bar a nemzetko6zi gyakorlatban talalhat6 erre a mentalitasra példa, a holland Dutch State
rendelkezhet.

A csereligyleteket ugy kotik meg, hogy kezdetben a piaci értékiik mindkét fél szdmara
zérus. Azonban a piaci folyamatok hatdsara ez kés6bb valtozik, rdadasul nem feltétlentil
marad a nulla kdzelében, sokszor jelentdsen eltérhet tdle az egyik fél szamara pozitiv, mig
a masiknak negativ irdnyban. Itt jelenik meg a mar emlitett hitelezési kockazat problémaja;
ugyanis ha az a fél, akinek a csereiigylet negativ értékii, fizetésképtelenné valik, akkor a
swap pozitiv felének birtokosa sulyos veszteségeket szenvedhet. Hogy ezt elkeriiljék, egy-
részt rendszeresen ki kell szamitani az iigyletek piaci értékét, masrészt a negativ oldalon
allo fél a piaci értéknek megfeleld Gsszegli betétet'? (in. Marked-to-Market vagy MtM-
betétet) helyez el a partnerénél, mintegy biztositékként. Az ilyen transzfereket valamely
eldre rogzitett rendszerességgel™ hajtjak végre, illetve akkor, ha a pozicié értéke jelentésen
megvaltozott két elore rogzitett kiértékelési idopont kozott.

A csereligyletek szamanak novekedése tehat jelentds tranzakcids koltségeket general,
rdadasul a betételhelyezés miatt likviditasi kockazatot is okoz. A biztositéknak szamité be-
tétek elhelyezésére vonatkozod megallapodas nélkiil csak a legnagyobb szuverén kibocsa-
tokkal hajlandok cseretligyletet kotni a piaci szerepldk, igy az adossagkezelok tobbségének
ezekkel a koltségekkel szamolnia kell.

Mindezek ellenére azonban mégsem ez az elsddleges oka annak, hogy egyes ados-
sagkezelok a kibocsatas tervezésénél is figyelembe veszik a portfolidra vonatkozo
benchmarkértékeket. Kis gazdasagi erejli, 6nallo devizaval rendelkezd allamokban ugyanis
egyes csereiigyleteknek nincs likvid piaca, azaz a portf6lié paramétereinek swapokkal tor-
ténd beallitasa csak jelentOs koltségek aran érhetd el. Példaul egy fix kamatozasu kotvény
pénzaramlasat valtozé kamatozasura cserélni lényegesen alacsonyabb koltségek mellett
lehetséges, ha a kotvény eurdban denominalt, mintha példaul magyar forintban vagy dan
koronéban.

Tehat az allamadéssag-kezeld intézmények jelentds részének fontos kérdés, hogy milyen
mértékben tamaszkodjanak swapokra, illetve a kibocsatasi tervezésre a stratégia megvalo-
sitasakor. Lathato, hogy minél nagyobb gazdasagi erével bird valutadvezet része egy orszag,
annal inkabb ki tudja hasznalni a swappiac nytjtotta lehetdségeket a benchmarkok elérése
¢s tartdsa céljabol. Ugyanakkor érdemes megemliteni, hogy egy nagyobb gazdasagi stlyu

12 Az elhelyezett tartaléknak nem feltétleniil kell minden esetben betétnek lennie: megallapodastdl fliggben,
bizonyos esetekben lehet értékpapir is.

13 A tranzakcios koltségek miatt altalaban létezik valamilyen also kiiszob, amely alatt nem keriil sor tranzak-
ciora.

14 A gyakorlatban altalaban harom- vagy hathavonta.
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orszagnak a swapigénye is nagyobb, amit nem feltétleniil ellensulyozhat a piac mérete. A
francia addssagkezel6 esetében példaul a portfolio egyes paramétereinek cseretigyletekkel
torténd beallitasa az elmult évtizedben a piac méretébdl eredd korlatokba {itkdzott.
Tovabbi szempontot jelent a tokepiac fejlettsége, hiszen egy fejlettebb piacon, ahol a
vallalati szektor is aktiv résztvevdje a csereiigyleteknek, joval alacsonyabb koltségekkel tud
swapokat alkalmazni az ad6ssagkezeld, mintha 1ényegében egyediili szerepld volna.

3.3. Tovabbi kutatdsi lehetoségek

A témakdr rengeteg tovabbi vizsgalddasi lehetdséget nyujthat mind az inkdbb elméleti
beallitottsagu, mind a gyakorlatiasabb érdeklddésii kutatoknak. A kiilonbozé modellek dssze-
hasonlitasa, tesztelése sziikséges egy megalapozott dontés meghozataldhoz.

Elképzelhetd, hogy a kérdéskort mas, elsore kevésbé gyakorlatias szemszogbdl is érdemes
lenne vizsgalni. Az allamaddssag-kezeld intézmény problémaéja tulajdonképpen egy olyan
id6beli optimalizalasi, azaz iranyitasi probléma, ahol tobb dontési valtoz6 van, és a feladat
soran tobb dontési szempontot kell figyelembe venni. Azonban ezek a dontési szempontok,
azaz akoltségek €s kockazatok a benchmarkvaltozok sztochasztikus fiiggvényei. Elképzelhetd
tehat, hogy a problémanak a sztochasztikus dinamikai rendszerek és sztochasztikus iranyitas
témakore fel6li analitikus vizsgalataval is lehetséges eredményeket elérni.'

4. OSSZEFOGLALAS

Osszegzéskéntelmondhaté, hogy azallamadéssag-kezeld intézményeknél abenchmarkértékek
meghatarozasa az addssagkezelési stratégia lényeges része, azonban a feladat igen komp-
lex, és a legtobb felmeriild kérdésre nem adhatd egyértelmti valasz. Igen sok mulik az
adott orszag gazdasagi helyzetén, valamint az addssagkezeld preferencidin; és még ezek
figyelembevételével sem allapithatd meg egyetlen, minden szempontbol legjobb mddszer.
Szerencsére azonban a legtobb kérdés jol koriilhatarolt, és adott dontési szituacidban meg-
valaszolhato.

Tovabba nagyon lényeges, és ritkan, vagy nem elég hangsulyosan emlegetett, hogy a
modellezés, valamint a kapott eredmények vizsgalata soran sosem szabad megfeledkezniink
a hattérben meghuzo6do, sokszor explicit modon ki sem mondott feltételezésekrdl. Példaul a
fiktiv portfélidalapti modellezés esetén fontos az a feltevés, hogy az addssagportfolionak a
ra hato kockazati faktorokra valo érzékenységeét teljesen meghatarozzak a modellezni kivant
valtozok. Példaul a 3. fejezetben javasolt benchmarkvaltozok esetében ez a feltételezés valo-
szintileg elfogadhato, am minden egyszeriisités esetén Gjbol meg kell vizsgalni. Tovabbi fel-
tételezés, amirdl nem szabad megfeledkezniink — ugyanakkor szinte biztosan nem teljesiil
—, az a piacnak a kamatlabmodellekkel kapcsolatos levezetések soran szinte minden ponton
kihasznalt teljessége. Ez utobbi feltételezés jelenti gyakorlatilag minden pénziigyi vilagban
hasznalt modell Achilles-sarkat, ugyanakkor igen gyakran nem szokas megemliteni.

15 Ez a szerz6 véleménye: jelenleg még nem tokéletesen kiforrott gondolatmenet, minddssze egy lehetséges
otlet.
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A fenti kérdések figyelembe vétele alapjan ugy véljiik, hogy idealis esetben az allam-
adossag-kezeld az orszag sajat devizajan kivill egyetlen devizat hataroz meg, amelynek
részaranyat a teljes adossagportfolioban benchmarkvaltozonak tekinti. Tovabba célszerti
célértéket meghatarozni a sajat és idegen devizaban denominalt részen beliil a fix és valtozo
kamatozasu instrumentumok aranyara, valamint ezeknek a részeknek a Macauley-féle at-
lagidejére. Ezeknek az értékeknek a kiilonb6zd devizak esetében nem kell megegyezniiik,
ugyanakkor az EMU-csatlakozas elott allo orszagok, mint példaul Magyarorszag esetében
a célértékek kozotti 6sszhangra folyamatosan figyelni kell. Az optimalis modell, mint mar
emlitettiik, valamely analitikusan nem tul nehezen kezelhetd, tobbfaktoros modell lehet,
azonban ez nagyban fiigg az addssagkezeld erdforrasaitdl. A stratégia végrehajtasa soran
csereiigyletek hasznalata mindenképp boviti az dllamadodssag-kezel6k lehetdségeit, azonban
nem szabad megfeledkezni ezek koltségeirdl sem.

Fiiggelék

5. HEATH—JARROW—MORTON MODELL

A Heath—Jarrow—Morton modell egy igen altalanos modell, a paramétereire gyakorlatilag
csak a kezelhet6ség szempontjabol minimalisan sziikséges mérhetdségi megkotéseket kell
tenni. Ebben a keretben viszonylag kdnnyen belathato, hogy egy kamatlabmodell esetén a
hataridés kamatlab driftjét egyértelmiien meghatarozza a volatilitasstruktura.

Kiindulasként tekintsiik a hataridés kamatlab dinamikajara felirt egyenletet:

d f(t,T)=u(t,T)dt - o(t,0)dW (t). 22)

5.1. Arbitrazsmentességi feltétel

A hataridés kamatlab definicidja alapjan

Inp(t,T) = — f £(t,s)ds (23)
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A kdtvényarfolyam logaritmusénak megvéltozéséra a
lnp(t T) —Inp(0,T) = — f f(t s)ds + f f(O s)ds =
- - f £ (t,5) =f(0,5)ds f FO.5)ds + ff(O s)ds =
=- f ( [eetu,5)du + fa(u s)dW(u))ds + ff(O 5)ds
~ [ £(s.5)ds - f £(5.5) =/ (0.5))ds -

Of( [, 5)du + fa(u s)dW(u)) ds =

= ;nto £ (s,5)ds — J f//(u s)dsdu — J f/{(u s)dsdu —
——f fa(u s)dsdW (u) f fa(u s)dsdW (u) =

= r(s)ds —ff/z(u s)dsdu —Ija(u s)dsdW (u) =

= f r(s)ds — f“(u T)du — j“(u TYdW (u) (24)
formulat kapjuk, ahonnan tehat

dinpt,T)=r(t)dt -4 (t,T)dt - (¢t,T)dW (t), (25)

azaz a kotvény arfolyamara a

d.p(t.T) = p(t,T)d,Inp(1,T) + %p(r,T)ﬁz(t,T)dr -

=p(t,T) [(r(t) —u(t,T) +%5-2(z, T))dt} -

- p. D@ T)aw )] (26)
dinamikat kapjuk.
Tehat a diszkontalt kotvényarfolyam a
POET) Ly POT)
" BG)  B() B (1)
— p(ta T) _7 — 52 — —
—B( 5 [(r(t) 2 (t,T) +20 @T) r(t))dt}
_r@D)
B0) (e, 1yaw (1)) on

dinamikat kovet.
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Node a o-algebra a Wiener-folyamat altal generalt o-algebra, igy a P* martingdlmértékre
vald attéréshez sziikséges Radon—Nykodim-derivalt a Girszanov-tétel értelmében

dP’ ! 11,
£ - —exp{— [Awar o= 2 (t)dt} (28)

alakban eloall, azaz

W (6 =W () + fi(s)ds (29)
P* -Wiener.

Node 21

-nek P*szerint martingalnak kell lennie, azaz a

p&.T) _ pt.T)
" B@) B
_p@T)
B(1)

dinamikaban a driftnek sziikségképpen zérusnak kell lennie minden 0 <t <T esetén, tehat

[(—[z(r, T) +%52(t,T) +A(t)F (t, T))dt} -

e, myaw )] (30)

t,T I
d0=2D  5w)
a@T)
azaz a jobb oldalon all6 kifejezés nem fiigg 7-tol.

Természetesen a driftnek 7-szerint derivalva is zérusnak kell lennie, vagyis teljesiilnie
kell, hogy

-u(t,T)+& (t,T)o(t,T)+ Ao (t,T)=0, (32)

(31)

amibdl egyszerli atrendezéssel kaphat6 a driftre vonatkozé feltétel, azaz a folyamat driftje
nem valaszthatd meg tetszélegesen, hanem azt meghatarozza a volatilitasstruktira. Hiszen

w(t,T)=0(,T) fTa(t,s)ds +A (o (t,T). (33)

5.2. A kockazat piaci dara

Nem tartozik a dolgozat targyahoz, de ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy a
driftfeltételbe a Girszanov-transzformacio kapcsan belekeriilt A (2)-t a kockéazat piaci aranak
is szokas nevezni Tehat

HO= = ot (34)
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6. VASICEK-MODELL

A Vasicek-modell alapegyenlete:

dr(t) = (k =6r(t) Yt +odW" (1), (35)
ahol W*(t) P*-Wiener és P* a B(t) szamlalomérték melletti martingadlmérték. Lathato tovabba,
hogy mind a determinisztikus, mind a diffuzios tag egyiitthatdja az allapottér elemeitdl csak
az aktualis kamatlab értékén keresztiil fligg, azaz

dr(t) = a(t,r(t))dt +b(t,r(t))dW" (t) (36)

alakq.

6.1. Kotvényarfolyam, ha a kamatlab Markov-folyamatot kovet

A kotvény arfolyama, mint minden terméké, megkaphatd mint a diszkontalt kifizetés
martingadlmérték szerinti varhat6 értéke. Tehat a

- 1 _
p(.T)= BOE,, ( ) F(z))

(B0
‘ (B(T) F(t))

-E, (exp{— fr(s)ds}| F(;)) (37)

képlettel fejezheto ki.

A (36) képletbodl lathatd, hogy a Vasicek-modellben a kamatlab Markov-folyamatot
kovet, mig a (37) egyenletbdl leolvashatd, hogy a kdtvény arfolyama csak az idének, a lejarat
idépontjanak és a rovid kamatlab aktualis értékének fliggvénye, azaz

p(t,T)=V(t,r@),T) (38)

ahol V folytonos fiiggvény.
Tudjuk tovabba, hogy ha a szamlalomérték B(z), akkor a betét értékével diszkontalt
arfolyamok P*-martingalok.
Alkalmazzuk az Ito-lemmat a diszkontalt kotvényarfolyamra!
J p,T) —y Vr,T) _
B(t ) B(1)

1
—de(z rh = 7 )V(t 7, T)dB(t) =

T )[V (6, T)dt +V,(t,r, T)alt, r)dt +V, (t,r, T)b(t, r)dW " | +
I

+Bi) [V (t,r,Tb*(t,r)dt =V (t,r T)dt} (39)

ahol az als6 indexek a megfeleld valtozo szerinti parcidlis derivaltakat jelolik.
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Node martingalrol van sz6, igy driftjének zérusnak kell lennie, azaz a

2

V, +aV, +%VW —rV =0 (40)

egyenloségnek fenn kell allnia minden ¢ idépontban minden r kamatldb mellett. A felirt
parcidlis differencial egyenletben ra lehet ismerni a Feynman—Kac-formula soran elékeriild
egyenletre.

Ezt az egyenletet megoldva tehat megkapjuk az elemi kotvények arfolyamara vonatkozo
formulat. A sziikséges peremfeltételt az szolgaltatja, hogy a kotvények arfolyama lejaratkor
minden kamatlab mellett egységnyi, tehat

V(T,r,T)=1. (A1)

6.2. Kétvényarfolyam a VaSicek-modellben

A fentiek segitségével konnyen megkaphat6 a Vasicek-modellbeli kdtvényarfolyam. A modell
a fent emlitett modellcsoport specialis esete, ahol

a(t,r(t))=k-0r(t) (42)

b(t,r(t)) =0 (43)

a két egyiitthato. Igy a megoldando parcialis differencial-egyenlet a kotvény arfolyamara

2
V, Hk -6V, + %V -V =0

V(T,r,T)=1 (44)

minden 0 <7 és minden 0 <t <7 mellett.
Keressiik a megoldast V' (¢,r,T) = exp{A(t,T)+ C(t,T)r} alakban! Ekkor az egyenlet

2
(4, +71C)V +(k—6)CV +”7 CW —rV =0 (45)
alaku lesz, ami kihasznalva, hogy /" nem lehet negativ, majd atrendezve
0_2
(A[ +kC L Cz) +r(C, —6C —1)=0 (46)

formara hozhato.

Ennek az 6sszefliggésnek fenn kell dllnia minden 0 <t <7 idépontban tetszéleges » > 0
kamatlab mellett, ami 7 -ben linedris kifejezésrdl 1évén szo, csak akkor lehetséges, ha mind
a konstans tag, mind a linearis rész egylitthatja minden ( <¢ <77 idGpontban zérus, azaz

0,2
4 +kc+2-c*=0 (47)
’ 2

C-6C-1=0 (48)



360 HITELINTEZETI SZEMLE

Ezekhez az egyenletekhez a peremfeltételeket az eredeti egyenlet peremfeltételébol

kapjuk, hiszen az csak akkor teljesiilhet tetszéleges 7 > 0 -ra, ha
AT, T)=0 (49)
C(T,T)=0 (50)
A (47) egyenletbdl az A(t,T) fiiggvény egyszer(i integralassal kaphatd, amennyiben a
C(t,T) értéke mar ismert. Ekkor
T 2
A(,T) = [kC(s.T) +”7 C*(s,T)ds, (51)
t

mig a C(t,T) figgvény a (48) egyenlet megoldasabol adodik. Egy egyszerii inhomogén
elsérendl egyenlet konnyen megoldhatd. A megoldas

C(t,T)=cebi+c,

alaku, ahol a ¢, és c, konstansok értékei a peremfeltételbdl és az eredeti egyenletbdl kaphatok.
Az eredeti (48) egyenlet alapjan ugyanis

C, = b,e’0t=bc, e’k + be,+1, (52)
ahonnan azonnal addédik, hogy

0=Fc,+1

1

C, == ; . (5 3 )

Tovabba a (50) peremfeltétel alapjan

C(T,T)=c,e’" +c, =0, (54)
ahova behelyettesitve a c,-re szamitott értéket, azt kapjuk, hogy

1
e =g (55)

a masik konstans értéke.
Tehat a Vasicek-modellben a kotvényarfolyam

p(t,T) =exp{A(t, T)+ C(t, T)r(1)}. (56)
ahol
Ct,T)= # (57)

A(t,T) = kaC(s,T) +%2 CX(s.T)ds. (58)
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6.3. Kamatlab feltételes eloszlasa

A rovid kamatlab feltételes eloszlasanak meghatarozasahoz alkalmazzuk az It6-lemmat az
% r(t) folyamatra valamely 0 <s <¢<T iddpontok kozott:

d(e"r(1))= e dr(t) +r(t)0 ¢ dt =
= [k ="t +r(e” it +
+e?odW' (1), (59)

ahonnan az egyenlet bal oldalan szereplé megvaltozast atrendezve kapjuk, hogy

er(t) = e r(s) +feﬂ“kdu +fe'ﬂ‘0dW*(u) =

a _ o P
—ePr(s) kS + [ odW w). (60)
A kapott egyenletbdl atrendezéssel a
) - () *
r(t)=e r(s) +kT +fe odW ™ (u) (61)

explicit képletet kapjuk r(z) értékére.

Innen mar kdnnyen leolvashatd a keresett eloszlas, ugyanis az 0sszeg elsé két tagja
determinisztikus, tehat a kamatlab feltételes eloszlasat az integral eloszlasa hatarozza meg.
Mivel az integrandus determinisztikus és az integrator Wiener-folyamat, a keresett eloszlas
normalis lesz.

Az eloszlas paramétereinek, azaz a feltételes varhatdo értéknek és a feltételes
szorasnégyzetnek a meghatarozasa a 2.2.2. fejezetben szerepel.

7. Cox—INGERSOLL—ROSS-MODELL
A CIR-modell alapegyenlete:
dr(t) = (@& —fr(t))dt +o\[r@)dW’ (t) (62)

szintén a (36) egyenlet altal adott folyamatok csoportjaba tartozik, igy a fliggelék 6.1
pontjaban alkalmazott levezetés itt is hasznalhato.
A CIR modell esetén az egyiitthatok konkrétan

a(t,r(t) =a -Fr(t) (63)
b(t,r(1)) = o\[r(1) (64)

alakuak.
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7.1. Kétvénydarfolyam a CIR-modellben
A megoldas tehat hasonlé modon torténik, mint a Vasicek-modell esetében. Itt a megoldando
parcialis differencialegyenlet

2

V. Ha —Br)V+ ”2” V.-V =0 (65)

minden 0 < ¢ < T és minden r > 0 esetén, a peremfeltétel pedig tovabbra is
V(T,r,T)=1, (66)

hiszen az elemi koétvény lejaratkor minden kamatlab mellett egyet fizet.
Ismétkeressiik amegoldast V (¢,7,T) = exp{A(t, H+C@T )r} alakban. Igy amegoldand6
egyenlet
o’r
2

alaku lesz, ahol kihasznalva az arfolyam nem negativ voltat és atrendezve kapjuk, hogy

(A4, +rC )V +(a@ —fr)CV+ —CV—rV =0 (67)

(A+aC)+r

o’ ., B
C, —ﬁC+7C -1|=0, (68)

ami r-nek linearis fiiggvénye, tehat csak ugy teljesiilhet minden 0 < ¢ < T id6pontra és
minden » > (-ra, ha mind a konstans, mind a linearis tag egyiitthatoja nulla, azaz

A+aC=0 (69)

0,2
C,—,é’C+7C2—1:0, (70)

ahol a peremfeltételeket az eredeti V' fliggvényre vonatkozd peremfeltételbél hasonld
gondolatmenettel kaphatjuk, azaz

AT, T)=0 (71)

C(T,T)=0 (72)

kell, hogy legyen.
Amennyiben C(t,T), ismert, az els6 egyenlet egyszer(i integralassal megoldhato, tehat

AT = fTaC(s,T)ds : (73)

azonban a masodik egyenlet megoldasa mar nem olyan egyszerli, mint a Vasi¢ek-modell
esetében.
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Tehat meg kell oldani a

0=C,(t,T)—=4CtT) +%02C2(t,T) -1
0=C(T.T) (74)
kozonséges differencidlegyenletet. Vezessiik be a

h(t)=C@t,T)+7
5:502

__/
7 2
__ 22
4

jeloléseket! Ekkor észrevehetd, hogy

W) ==h*(t) . (75)

azaz a h(t) kielégiti a Ricatti-egyenletet, amely az eredeti C(z,7)-re vonatkozo6 egyenletnél
lényegesen kdnnyebben megoldhato.

Keressiik ennek a megoldasat h(t) = 1) alakban! A (75) egyenlettel ekvivalens tehat a
g()

_lo 2 ro
gl | 8 g()

elsérendii homogén linedris egyenletrendszer.
Jeldlje a rendszer egyiitthatomatrixat X, ekkor ismert a rendszer megoldasa, azaz

h(t)=e "IN, (76)

aminek a meghatarozasahoz az exponencialis fiiggvényt hatvanysoraval kell kozeliteni.
Ehhez sziikséges az X hatvanyainak meghatarozasa.

Szerencsére az X matrix igen jol viselkedik, igy konnyen kiszdmithatd, hogy a
hatvanyok
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20° +4° 0
Y2k = 4
(202 +5 )
0
4
valamint
0 20° +4° o
X2k = 4
2 2
207 +4 ) 0
4
alakuak.
Tehat
0 o X2k 2k 0 X2k+1s2k+l (77)
e”
~ k! ; (2k)' &~ (2k +1)!

alaku a keresett exponencialis fiiggvény, amelynek segitségével a keresett rendszer megoldasa
mar kénnyen kaphatd. A megoldasmatrix tehat /=, —p helyettesitéssel a kovetkezd
elemekbdl all:

(=1)'s
D(1,1)= z 20
- (is)”‘:
& (2k)!

_eiv +e—1s

k2k

= ch(As)

®(2,2) = ch(ds)

2k 2k+H

2= Z(2k Y

1 & jZk-H 2kH

A& 2k +1)
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o 72k+2 2kH

S
‘I’“’Z)zg Qk+1)!

© jzk-HSZk-H

£ (2k+1)!
elx _ e—/Zs

=/

= Ash(Us), (78)
azaz a rendszer megoldasa a

g [FHAT=1)  hAT=0) | |g(T)

fiiggvény, ahol f(T) és gT értékét az eredeti C(z,T)-re vonatkozd egyenlet peremfeltételébdl
kapjuk. Tehat
(T, 7)=0

h(1)=&C(T,T) +y =7/=—{» (79)

igy f(T) és g(T) barmely olyan értéknek valaszthato, amiknek a hanyadosa — 'Eé, . Hasznaljuk
tehat a

=%

g =1

valasztast. Tehat a Ricatti-egyenlet megoldasa a

1) —{ch(—J(T— 1)) +Ash(=4(T—1t))
h(t)= =
g() —% Sh(=A(T— 1) +ch(~A (T —1)) (80)
fliggvény.
Ebbdl A(?) definiciojat kihasznalva:
V3
_, hO+-
R L A
g g
2
5 ( - ’fj)sh(—j(T— 1))
e

Ch(—j(T—t))—gsh(—j(T—t)) (81)
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akeresett megoldas. Ebbe A definicidjat visszahelyettesitve kapjuk, hogy a kétvény arfolyama
a CIR-modellben

P(T,1) = exp{A(t,T)+ C(1,T)r(1)}, (82)
ahol
-y W sh(\/;j(T —r))
cun-2 v
s (\f T—t))+ish(f(T —t))
chiyy( 2 e
A, T)= f aC(s,T)ds
_ 20:2 +4°
=
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