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NaGY ATTILA

Lépcsos latens valtozos CreditRisk™ modell

A CreditRisk* alapi modellek zart alakjat biztosito egyik feltételezése a default-
intenzitasokat vezérlé faktorok gamma-eloszlisa. Azonban ez a megszoritas jelentés
mértékben lesziikiti a faktorok megfelelo pontossaggal reprodukalhaté empirikus
korrelaciés matrixanak korét. Giese [2003] modelljében a faktorok korrelacidjat az
eloszlasok alakparamétereinek egy latens valtozotol valo fiiggése biztositja, ami a meg-
figyelt, tipikusan heterogén, pozitiv elemekbdl 4llé6 kovarianciamatrixanak egy, a dia-
gonalison Kkiviil azonos elemeket tartalmazé matrixszal valé kozelitését teszi lehetové.
A modell itt bemutatott 1épcsos vektorvaltozds altalanositasa rugalmasabb strukturat
eredményez, amivel az empirikus kovarianciamatrix pontosabban reprodukalhaté,
csokkentve a modellfeltételezéseknek a veszteségeloszlasra gyakorolt, torzité hatasat.
Az alacsony illesztési hiba eredményeként Kikiiszobolheté a kockazati mértékek allo-
kacidjanak kotottebb modellek esetében tapasztalhat6 inkonzisztencidja is.

BEVEZETES

Publikalasat kdvetden a CreditRisk'-t szamos kritika érte a modellezhetd default-korrelaciok
korlatozottsaga miatt. A versenytars termékekhez viszonyitott, alacsonyabb korrelaciok, il-
letve vékonyabb farku veszteségeloszlas egyik oka a defaultok intenzitasat vezérld, gam-
ma-eloszlasu faktorok fiiggetlenségének feltételezése. A modell elso, ezt a kikotést feloldo
— valojaban megkeriilé — tovabbfejlesztésében Biirgisser et al. [1999] a tobbvaltozos faktor-
struktarat egyetlen faktorral helyettesiti. Azonban ez az 1 faktoros megkdzelités — mind a
veszteségeloszlas kvantiliseit, mind az allokalt kockazatokat tekintetve — ellentmondésos
eredményekre vezethet (pl. a standard modellnél alacsonyabb kvantilisek). Giese [2003]
compound gamma modelljében a faktorokat feltételesen fiiggetlen valtozokkal modellezi,
ben a keretrendszerben, szemben az 1 faktoros modellel a default korrelacidkban a fakto-
rok varianciai mellett explicit formaban megjelennek faktorok kovarianciai is. Ugyanak-
kor, a konstrukciobol adodoan, egyetlen latens valtozoval csak azonos faktorkovariancidk
allithatok el6, ami heterogén empirikus kovarianciamatrixok esetén magas illesztési hi-
bahoz vezet. A modell altalanositasaban minden faktort egy ujabb latens valtozo bevona-
saval irunk fel (innen a Iépcsds modell elnevezés), ami rugalmasabban paraméterezhetd
kovarianciastrukturat eredményez.

A Standard CreditRisk® modell felvazolasa utan, a cikk masodik fejezetében fejtjiik ki
a lépcsés modellt (valoszinliségi generatorfiiggveény, kockazati mértékek allokacioja, para-
méterezés), a harmadik pedig egy tesztportfolion végzett szamitasok eredményeit tartal-
mazza.
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1. STANDARD CREDITRISK"

Az N elemti portfolio kvantalt expozicidit v,-vel (i=1...N), a varhato veszteségek konzerva-
lasat biztosito default valoszinliségeket p-vel jeldlve, a portfolioszintii veszteséget az alab-
biak szerint definialjuk:

Y= ZViDi ,ahol D ~Poisson(p,(S)) az i expozicié default indikatoranak kozelitése,
S=(S,,...,S,) (K<<N) a default intenzitasokat vezérld fiiggetlen, gammaceloszlasi kom-
ponenseket tartalmazé vektorvaltozo.

K
Sk~Gamma(o, Br) , E[Sk]=1, Fs(Si,....sx) = HFSk (sx).
k=1

A feltételesen fiiggetlen default (szam)ok eloszlasainak paramétereit a faktorok alabbi
fiiggvényeként irjuk fel:

Pi(§)zpizwiksk » (W0, 3wy =1)-
k

Bevezetve az expoziciospecifikus kockdzatokat reprezentalo (S =1) faktort, a default
valtozok S-re vonatkozd feltételes fiiggetlensége mellett a veszteség valosziniiségi genera-
torfliggvénye a kdvetkez6 alakban irhato fel (1. Credit Suisse First Boston [1997]):

Gy(2) = exp[_Qo(l) +Qy(2) - Zak In (1 +By (Qk 1) -Q, (Z)))) ,
ahol

Q)= pw, 2", (k=0.M).

2. LEpcsOs CREDITRISK"

z£rl6, kozos faktorok eredményezik. Giese modelljében a faktorok fiigg6ségét ehhez hason-
16 mddon, egy k6zos, egységnyi varhatd értékli, mogottes valtozo biztositja, de az egyetlen
szabad paraméter meglehetsen rugalmatlan strukturat eredményez. A 1épcsés modellben
a faktorok alakparamétereit egy K dimenzids latens vektorvaltozo fliiggvényeként irjuk fel
ugy, hogy a k-adik faktor alakparamétere a vektorvaltozo elsé k komponensétdl fiigg.

2.1. Modellspecifikacio

(A1) Legyen T=(T,...,T,) a faktorok alakparamétereit vezérld latens vektorvaltozo fligget-
len, egységnyi varhato értékii gammaeloszlasu komponensekkel.

K
Tr ~F(Yr58r)! Yrsrzl (rle)! FI(tls 9tK):HFTr (tr)a
r=1

Az r-ik valtoz6 szorasat o, -rel jelolve, adodik: és 6, = Grz és v, = 1/ crz
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(A2) Az S, (k=1..K) faktorok hasonléan a Standard CreditRisk*-hoz egységnyi varhat6
értéki, feltételesen fiiggetlen, gammaeloszlasu valtozok, az alabbiak szerint meg-
hatarozott alakparaméterrel:

Sk| T ~T'(o(T), Px), ahol a, (T):= Zakr s (a0, k=1.K,r=1.k).

r=1

Az egységi varhato érték B, = 1/ Zl::lakr , (Zl::lakr > 0) el6irassal biztosithato.

(A3) A defaultok feltételesen fiiggetlen Poisson eloszlasu valtozok, S-t6l fiiggd paramé-
terekkel.

D; | S ~ Poisson(pi(S)) , ahol p;(S) = PiZWikSk , (W0, kaik =1, ie[L,N]).
k

Felhasznalva a faktorok és a defaultok feltételes fiiggetlenségét, a veszteségi valo-
szinliséggenerator fiiggvénye az alabbi varhato értékként szamithato:

Gy(@=E [GY|I (Z)] =

K

=E, | exp| -Qo(D+Qp(2)— D a), T, In(1+P;,Q, () - B Qy (2))
k,r=1
r<k

exp| —Qo()+Qy(2) - Z aet, In(1+ B Q () - P Qy (2))
k,r=1
rsk

o'—.8
O‘—.S

£, (1) iy (t)dty ..ty
= eXI{‘Qo (1) +Qp(2) -
- Zc—ln[l +0y z g, In (1+ B, Qi (1) - Bka(Z))D
r=1

ahol f a T, valtoz stirlisegfiiggvénye.

Ha a latens vektorvaltozé egykomponensii, visszakapjuk Giese modelljének generator-
fliggvényét.
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Az eloszlas a hatvanysorok logaritmusanak €és exponencialisanak hatvanysorba fejtésé-
vel, valamint a polinomok &sszeadasi és skalarral szorzasi miiveleteivel szamithato (1. Giese
[2003]).

2.2. Modellezhetd korrelaciok

A faktorok fenti keretrendszerben modellezhet6 fiiggdségi strukturaja a felhasznalt tobbval-
tozds gamma-eloszlasbol adodo variancia-kovariancia matrixszal jellemezhetd.

D2(Sy) = D2[E[S| T]]+E[D2[S| T]] = By +By>2 Sago? (1K)
r=1

Cov(Syn.S,) = E[ Cov[$,,.8,| T]]+Cov| E[S, | T|.E[S,| T]] =

min(m,n) 5
BmBn z A p, Oy (m #n).
r=1
A konstrukcio rugalmassidga szembet{ind a paronkénti default korrelaciok alabbi, em-
pirikus variancidkkal és kovariancidkkal (ox, Cov(Sy,S,) k,m=1..K, k # m) felirt alakjat
tekintve.

2
ppJ Zw kakck + Z Wlmwjnﬁov(sm,sn)

"1 pi)(1-p;)|ic m,n=1

m#n

COIT(Di,Dj) =

Lathatd, hogy a faktorvarianciak illesztése dnmagaban nem elegendé a default korre-
laciok pontos modellezéséhez. A Biirgisser-féle 1 faktoros modellben (K=1) a diagonalison
kiviili elemeket 6sszegz6 tag eltiinik, mig Giese modelljében elmosodik az empirikus kova-
rianciak kiilonbozosége, mivel az egykomponensi latens vektorvaltozé azonos kovarianci-
akat eredményez (az empirikus kovarianciakat ugyanazzal az értékkel helyettesiti).! Ezzel
szemben a lépcs6s modellben a kovariancidk szamaval megegyez6 szamil paraméter all
rendelkezésre az empirikus értékek reprodukalasahoz.

2.3. Kockazatallokacio

Egy portféliémodell mindennapos kockézatkezelési gyakorlatban valé alkalmazéasanak fel—

crer

szintll VaR, expozicioszintl allokacidja az alabbi feltételes Varhato ertekkent definialhato
(Kurt és Tasche [2002]):

1 A modellben hasznalt kovariancia értéke természetesen az empirikus variancidk mellett a kovarianciaktol is
fiigg, mivel a paraméterezés az empirikus kovarianciamatrix kozelitésével torténik (1. Giese [2004]). Az 1
faktoros modellben pedig a faktor Varianciéja a portf(’)li(’)nak az empirikus variancia-kovariancia matrixszal
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E[Di1{VaR =q}]
P(Y =VaRy)
Bevezetve a P(2)=(P (z).....P (z,), P, (2)=Q,(2)-Q,(1) jeldlést, tovabba felhasznalva,
hogy a fenti generator fiiggvény reprezentalhato az S vektorvaltozé M (u), u=P(z)) momen-

tum generatorfiiggvényével, a szamlaléban szerepld varhaté érték a kovetkezé alakba irhato
(1. Giese [2003]):

K
E[Dil {VaR = Cl}] =p; 2, wiCVaRa)o, Mg(u =P(2)) .
k=0

pi(VaRy) = v E[Di|Y=V3Rq:| = Vi

(A CU operator egy tetsz6leges hatvanysort az egyiitthatdira képez le.)
Azaz, a varhato érték szamitdsahoz a momentum generatorfiiggvény alabbiakban meg-
adott u, (k=0,..,K) szerinti derivaltjaira van sziikség.

0u,Ms(u =P(2)) = Gv(2)

Oy Ms(u =P(2)) = Gy(2)

1
(1-BP(2) "

K 1 K
=28 —5 0 P (1 +0,:2) ag In(1-B,P, (z))]
r=1 q=1

T

r=1
a, 20

K K
= Gy(z) Y, exp (ln(aker)—ln(l+chZaqr In (I—BqPq(z))]—ln (1-BkPx (z))j )
q=1
Hasonldéan a generatorfiiggvényhez, a derivaltak is hatvanysorba irhatdk az ott felhasz-
nalt miiveletekkel. Az expected shortfall, illetve a VaR koherens allokécidja ezek utan a
megfeleld valoszintiségek Osszegzésével szamithato.
kovarianciaival irjuk fel. A szdras, és igy a kvantilisalapt tékekdvetelmények szordsalapu
felbontdsa azonban kdnnyen modellfiiggetlenné tehetd a veszteségeloszlas variancidjanak
a faktorok empirikus kovarianciamatrixaval megadott alakjat felhasznalva. Az i expozi-
ci6 szorashoz vald hozzajaruldsa a variancia expozicié szerinti derivaltjaként szamithato
(Tasche [2000]), ami az empirikus kovarianciamatrix esetén az alabbiak szerint irhat6 fel:

K . 5 K k-l N
oy? = kz;ck EL,> +2kz;zl Cov(St,Sm) ELkELm+levi pi’
=] =l m= 1=

N
ahol ELk = ZWikini .

i=1

Vi 2
pi(oy) = E‘%GY =

iPi K n K n-l
= ‘;l_pl|:vi+ZWikazELk +ZZ @0V(Sk,Sm) (WimELk+WikELm):|.
Y k=1 k=1 m=1
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A modellfiiggé allokaciok az empirikus kovarianciamatrixnak a faktorok adott model-
lel reprodukalt kovarianciamatrixaval valo helyettesitésével adodnak. A kétfajta allokacio
eredményének eltérése felhasznalhaté a modellek benchmarkolasahoz.

2.4. Paraméterezés

A modell paraméterezése a latens véltozok varianciai és sulyai (2, a_, k =1,...K, r =1,...k)
optimalis értékének meghatarozasat jelenti. Mivel az optimalis értékek definicio szerint mi-
nimalizaljak az empirikus kovarianciamatrix (COV) és annak modellbeli reprezentacioja
(COV) egy valasztott p metrikajat, a paraméterezés egy nemlinearis optimalizalasi feladat-
ra vezet. A paraméterezés testre szabasahoz bevezethetd a portfolid egy valasztott additiv
jellemz&jének (pl. varhat6 veszteség) faktorok kozti megoszlasat tartalmazo (D=diag(d,) ,
k=1..K) sulymatrix, amivel a minimalizalasi feladat a kdvetkezoképp formalizalhato:

I(Iilgl(p (PCoVD.DCOV(g,A)D)). ahol 5= (01,00k), A=Al y g,

A 2
6,220, a, >0, D2[S,]=0, (1<k<K,1<r<k)

Megjegyzések: A varianciak egyezdségének feltétele adott esetben elhagyhato.
Aza >0 feltétel a kockdzati hozzdjaruldsok szdmitédsa miatt sziikséges.
Az eloszlas legeneralhaté a D[S, ] > 0 (k=1,...,K) feltétellel kapott paraméterekkel is.

2.5. Altalanositott generdtorfiiggvény

A felirt generatorfiiggvényt tekintve, problémat jelent, ha a paraméterezés eredménye-
ként valamely k-ra B, =0 addédik. Amennyiben minden kE[1, K]-ra B, =0-t kapunk, az
expoziciospecifikus kockazattol (S ) eltekintve, a generator fiiggvény G, (z)=1 —re redukalo-
dik, ami nyilvan nem plauzibilis eredmény.
A probléma athidalasdhoz vegylk észre, hogy rogzitett P /a_  mellett
BliLnO a,, In(1-B P (2))=-P(2), ami az alabbi altaldnositott generatorfiiggvényhez

vezet:

K K K
1
Gy (z) = exp| Py(2)— Z—zln 1+ Grz Z ay, In (l —Bi Pk (z))— Z P (z)
r=1Or k=1 k=1
By =0 B=0

A hataratmenettel az adott faktor praktikusan degeneralt eloszlasu lesz, amia w, €{0,1}
(i=L..N, k=0..K) esetben a faktortol fliggd kitettségek fiiggetlenségével egyenértékii (vo.
expoziciospecifikus kockazatok reprezentalasa egyetlen konstans faktorral).
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3. EMPIRIKUS EREDMENYEK

A szamitasokhoz hasznalt tesztportfolio 5000 expoziciot tartalmaz, egyenletesen elosztva
ot szektor (faktor) kozott (w, €{0,1}). Az expoziciok mérete az elsé harom szektorban 1, a
negyedikben ¢s az 6todikben pedig 3 egységnyi. A kitettségek default valoszinliség szerinti
megoszlasa minden szektorban azonos.

1. tablazat
A tesztportfélio expozicidinak megoszlasa szektorok,
expozicio méret és default valosziniiségek szerint

Default valésziniiség
Szektor Expozicioméret

1% 2% 3%
1,2,3 1 250 500 250
4,5 3 250 500 250

2. tablazat
A faktorok empirikus korrelaciéos matrixa és varianciai

Faktor 1 2 3 4 5 Variancia
1 1,0 | 0,1 0,1 0,1 0,2 0,3
2 0,1 1,0 | 0,1 0,1 0,2 0,3
3 0,1 0,1 1,0 | 0.1 0,2 0,3
4 0,1 0,1 0,1 1,0 | 0,2 0,4
5 021021 02| 02 1,0 0,4

Az l-es metrikaval, D=diag(l) vel és a varianciak egyezOségének feltételével spe-
cifikalt paraméterezési feladat megoldasaval pontosan reprodukalhaté az empirikus
kovarianciamatrix (3. és 4. tablazat).

3. tablazat
A paraméterezési feladat megoldasa

Faktor Latens valtozok sulyai
1 2 3 4 5
1 38,801
2 5,615 | 45,805
3 3,787 2,970 | 27,842
4 6,308 4,961 4,223 | 34,440
5 25,783 | 20,246 | 17,271 | 11,162 | 27,658
Varianciak | 0,274 0,349 0,410 0,776 4,608
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A faktorok illesztett korrelacios matrixa

Faktor 1 2 3 4 5
1 1,000 0,100 0,100 0,100 0,200
2 0,100 1,000 0,100 0,100 0,200
3 0,100 0,100 1,000 0,100 0,200
4 0,100 0,100 0,100 1,000 0,200
5 0,200 0,200 0,200 0,200 1,000

4. tablazat

A 1épcsés modell valamennyi modellnél vastagabb farku eloszlast eredményez a fakto-
rok heterogén kovarianciamatrixanak pontos reprodukalasa miatt (5. tabldazat). A Compound
gamma modell 1 faktoros modellnél alacsonyabb kvantiliseit a diverzifikaltabb modellbeli
faktorstruktiura magyarazza.

5. tablazat
A Kkiilonb6z6 modellekkel generalt eloszlasok jellemz6i
a portfolioméret szazalékaban

Sz6- VaR ES

ris | 950, | 99% | 99.5% | 99,9% |99,95% | 99,99% | 99:9%)
Standard CR* 0,67% | 3,23% | 3,93% | 4,22% | 4,84% | 5,11% | 5,70% | 5,21%
1 faktoros CR* 0,79% | 3,44% | 4,27% | 4,59% | 5,30% | 5,60% | 6,27% | 5,72%
Compound gamma| 0,79% | 3,44% | 4,26% | 4,58% | 5,28% | 5,57% | 6,22% | 5,69%
Lépcsés modell 0,79% | 3,46% | 4,44% | 4,89% | 5,96% | 6,44% | 7,61% | 6,66%

crer

is hatassal van (6. tdbldzat). Az 1 faktoros modellben a szektorokra allokalt kockazatok csak
az expoziciok méretei miatt kiilonbéznek. A compound gamma modellben a faktorok eltéré
varianciai is befolyasoljak az allokaciot, de a kovariancidk kiilonbozdsége csak a 1épcsds
modellben jut szerephez. A szdras korabban megadott modellfiiggetlen felbontasa nyilvan-
valdan nem fiigg a kovarianciamatrix illesztési hibajatol, igy az tekintheté benchmarknak.
A 1épcsds modell az alacsony illesztési hiba eredményeként ezzel megegyez6 szorasfelbon-

tast eredményez.
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6. tablazat
Kockazatok allokacidja
VaR(99,9%) ES(99,9%) Széris
5| & x & 3
2 o E « 2 — o E « @2 — o E « b= -]
= @ 2 g 23 @ 2 g o3 @ 2 g £ =2
N £ 2 ] £ 2 S £ g - C
n 3 S £ =) S &g 2 3 ] S g 2 S oo
- £ = Q0 - £ = ) - g = @ =y
=< S &b 5 E = S &b 3 B = S & [ > =
& o & o & O & &
— — — -

1 5,69% | 7.27% | 4,94% | 10,76% | 7,01% | 4,36% | 10,58% | 6,45% | 5,71% 5,71%

2 5,69% | 7.27% | 4,94% | 10,76% | 7,01% | 4,36% | 10,58% | 6,45% | 5,71% 5,71%

3 5,69% | 7.27% | 4,94% | 10,76% | 7,01% | 4,36% | 10,58% | 6,45% 5,71% 5,71%

4 41,46% | 39,09% | 29,27% | 33,86% | 39,48% | 25,30% | 34,12% | 40,32% | 40,20% | 40,20%

5 41,46% | 39,09% | 55,90% | 33,86% | 39,48% | 61,61% [ 34,12% | 40,32% | 42,67% | 42,67%

Osszes| 100,00% | 100,00% | 100,00% [ 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00%]| 100,00%

1. dbra
Generalt eloszlasok

e Lépcsbs modell

Compound Gamma

= = = 1 faktoros

0% 1% 2% 3% 4% 5% 6%
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2. abra
...6s farkaik

e— |_épcsés modell

Compound Gamma

= = = 1 faktoros
I . . . ; —h
3,75% 4,25% 4,75% 5,25% 5,75% 6,25%

4. OSSZEGZES

A cikkben bemutatott 1épcsds CreditRisk” modell Giese [2003] compound gamma mo-
delljének vektorvaltozos altalanositasa, amelyben a k-adik faktort a vektorvaltozo elsé k
komponensétdl fiiggd, sztochasztikus alakparaméterti valtozoként irjuk fel. A konstrukcid
rugalmasan illeszthetd kovarianciastruktirat eredményez, amivel a faktorok empirikus
kovarianciamatrixa alacsonyabb illesztési hibaval reprodukalhato, mint a ktottebb model-
lekben. Ennek eredményeként a tékekovetelményként hasznalatos kockazati mértékek pon-

crer

compound gamma modellben tapasztalhatd inkonzisztenciaja.
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