44 HITELINTEZETI SZEMLE

Sz(ics BALAZS ARPAD!

A geometrial Brown-mozgas
feltevésének elfogadhatosaga
a realopciok értekeleseben

A realopcidk a dontési rugalmassag megtestesitdiként jelen vannak a vallalatvezetok
mindennapjaiban, és cégtél fiiggien jelentés értéket képviselhetnek. Ertékelésiik a ha-
gyomanyos diszkontalt pénzaramlas médszerekkel csak korlitozottan lehetséges, ezért
alternativaként felmeriil a pénziigyi opciéarazas médszertana, amelynek hagyomanyos
valtozatai az alaptermék alakulasarol geometriai Brown-mozgast feltételeznek. A cikk
ezt a feltevést veszi gorcsé ala a redlopciokra torténé alkalmazias szempontjabél, és
megmutatja, hogy habar 6nkényesnek tiinhet, valéjaban nem pusztin egy matematikai
szempontbol kényelmes megoldas, hanem pénziigyileg is elfogadhaté feltétel.

Kulesszavak: redlopcid; geometriai Brown-mozgas; opcios arelmélet

1. BEVEZETES

A szakirodalom a redlopciok targyaldsanak feliitésekor definicid helyett gyakran beéri né-
hany koriilirassal, ugy, mint ,, Redlopcio példaul az, ha...”. Jelen dolgozatban Dixit—Pyndick
[1994] alapjan olyan opcids helyzeteket értiink realopcid alatt, ahol alapterméknek valami-
lyen realeszkozt tekinthetiink. Az ilyen opciods helyzet gyakorlatilag stratégiai dontési lehetd-
ségeket takar, azaz a realeszkdz felhasznalasaval kapcsolatban rugalmasan donthetiink, nem
pedig eldre rogzitett iizleti terv szerint vagyunk kotelesek eljarni.

A redlopciok tipizalasa annak az alapjan torténhet, hogy milyen jellegli az a rugalmassag/
lehetdség, amit kinalnak. Koller et al. [2005] és Damodaran [2006] alapjan a kdvetkezd
tipusokat kiilonboztethetjiik meg:

1. Halasztasi (idozitési) opcio. Megvalaszthatjuk, hogy mikor vagunk bele egy projekt-
be (tehat nem ,,most vagy soha” tipusu dontési helyzetben vagyunk, mint a hagyoma-
nyos netto jelenérték-szamitas esetén).

2. Kiszallasi opcio. Ha veszteséges a miikodés, leallithatjuk.

3. Lehetdseg a termeles modositasara. Valtoztathatjuk a termelési kapacitast, a termék-
skalat, a szerzddések élettartamat, felfiiggeszthetjiik, majd Ujraindithatjuk a terme-
1ést stb.

4. Osszetett opcio. Az eldzd tipusok koziil egyszerre tobb is eléfordulhat, akar egymas-
ba agyazottan is.
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A realopciodk értékelése fontos kérdés, hiszen olyan stratégiai értékeket testesitenek meg,
amelyek nyilvanvaloan jelen vannak, de a hagyomanyos, diszkontalt pénzaramlas (DCF)
alapu modszerekkel nehéz, illetve gyakran nem is lehet figyelembe venni. Mivel azonban a
pénziigyi opcidk arazasara mar széles korben elterjedt modszertani arzenal all rendelkezésre,
valamint a pénziigyi- és redlopciok kozotti hasonlosag tagadhatatlan (természetesen lényeges
eltérések is vannak (1. Mun [2002]), kézenfekvonek tlinik a mddszertan atiiltetése a realopci-
okra, ezért ezt gyakran meg is teszik.

A legismertebb pénziigyi opcidarazé modell a Black—Scholes-modell, amely a Black—
Scholes-képlet segitségével kdnnyen alkalmazhatd megoldast nyujt az eurdpai tipusu vételi
jog arazasahoz. Alkalmazhatésaganak azonban van néhany eldfeltétele (1. Hull [1999]), ame-
lyek koziil igen markans a kovetkezo:

GBM-feltétel. Az alaptermék (eredetileg részvény) arfolyama geometriai Brown-
mozgas (GBM) szerint alakul: dS = uSdt +0Sdz. A drift (1) és a szoras (o) allando-
ak, S az alaptermék arfolyamat, ¢ az id6t, dz pedig a Wiener-folyamat ndvekményét
jeloli. (A Black—Scholes-modell részleteit és a Wiener-folyamat fogalmat ismertnek
tekintjiik.)

Természetesen nem a Black—Scholes-elemzés az egyetlen, amely modszertani megoldast
nyujt az opciok értékelésére, azonban a legtobb tovabbi mddszer — annak ellenére, hogy a kez-
deti feltevések kozott nem kot ki hasonlot — végiil olyan paraméterezést valaszt, amely gyakor-
latilag ugyanezzel a feltevéssel ér fel. Példaul a binomialis fakra épiildé CRR-modell eredmé-
nye éppen ezért hatarértékben meg is egyezik a Black—Scholes-megoldassal (1. Szaz [2003]).

A dolgozat tovabbi része azt elemzi, hogy ez a geometriai Brown-mozgassal kapcsola-
tos feltevés mennyire elfogadhatd abban az esetben, ha a modszertant realopcios helyzetre
alkalmazzuk.

2. MEGFELELO-E A GEOMETRIAI BROWN-MOZGAS FELTEVESE?

Feltételezhet6-e tehat ilyen alapfolyamat redlopcidk esetén? Vagy még egy szinttel visszalép-
ve: feltételezhetd-e egyaltalan pénziigyi opciok esetén?

Lassuk el6bb ez utdbbit néhany szoban! Nyilvanvald, hogy tokéletesen még a pénziigyi
opciodk esetében sem teljesiil a valdosagban, noha kimutathatoan jo illeszkedés érheté el GBM
segitségével (1. Baxter—Rennie [2002]), ha a valos részvényadatokat probaljuk reprodukal-
ni vele. Mindazonaltal széleskoriien elfogadott és alkalmazott feltevésnek bizonyul a vele
kapcsolatos fenntartdsok ellenére is, és azt mondhatjuk, hogy ez a tény 6nmagaban ex post
elfogadhatova teszi az alkalmazasat. Hiszen ha mindenki ezzel araz, akkor végiil valéban
ennek megfeleld lesz az ar.

A reédlopciok esetén ugyanez nem mondhato el, hiszen nem uniformizalt és nagy volumen-
ben kereskedett termékekrdl van sz6, hanem egyedi esetekr6l, lehetdségekrdl (még ha sokszor
van is koztiik alapvetd hasonlosag), amelyeket feltehetéen csak az érintett vallalatok probalnak
értékelni. Tehat a tdmeges alkalmazas jelensége kozel sem teljesiil. Rdadasul a redlopciok alap-
termékei igen sokfélék lehetnek, igy eleve nehéz egyetlen kozos egyenlettel leirni a mozgésu-
kat, szemben a részvényekkel, amelyek sokkal inkabb hasonl6 viselkedést mutatnak. Mindeh-
hez tegyiik még hozza azt is, hogy a részvények egyrészt szintén rengeteg, mégis konnyebben
behatarolhaté hatasnak vannak kitéve; masrészt pedig, hogy a részvényekkel kapcsolatban
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rengeteg historikus adat all rendelkezésre, amelyet vizsgalni lehet, szemben azzal az igencsak
adathianyos helyzettel, ami a redlopciok alaptermékeinek esetében gyakran fennall. Ez utobbi
alapvetden megneheziti a folyamat modellezését. Tovabba a GBM a Wiener-komponensen ke-
resztiil normalis eloszlast hozamokat eredményez, ami szintén erds feltevésnek tlinik egy real-
opcidhoz kapcsolddo alaptermék esetén, kiilondsen, hogy ez is nagyon nehezen ellenérizhetd
a mar emlitett adathiany miatt. Mindezek tudataban a GBM feltevésével kapcsolatosan az elsé
kézenfekvo reakei6 az, hogy azonnal elvetjiik, ha redlopciokrdl van sz6.

Ez azt jelentené, hogy a pénziigyi opciddrazas modszertanat végérvényesen elfelejthetjiik
a realopcids alkalmazasokban? Természetesen nem feltétleniil. El6szor is, ha a GBM nem
megfeleld feltevés, megprobalhatjuk egy jobbal helyettesiteni, azaz meghatarozni, hogy ha az
alaptermék GBM-et nem, akkor milyen mas folyamatot kovethet. Ha ez megvan, és egytttal
megértettiik a modszerek 1ényegét is, akkor ezutan atalakithatd az 6sszes modszer ennek az 1ij,
feltételezett folyamatnak megfelelden (habar ez az atalakitas adott esetben igen nehéz is lehet).

Tegylink hat egy kisérletet, és probaljuk meghatarozni a keresett folyamatnak, ha nem is
azonnal az explicit egyenletét, de néhany lényeges tulajdonsagat, amelyet szeretnénk, hogy
teljesitsen. Ne feledjiik azonban, hogy nem a valosag tokéletes reprodukalasarol, hanem mo-
dellezésrdl van szo, ami a valosag kezelhetové egyszeriisitését célozza, elfogadhatd pontat-
lansag mellett.

Annak érdekében, hogy konkrétabban tudjunk gondolkodni, ezen a ponton I1épjiink tul
az altalanos ,,redlopcios alapterméken”, és képzeljiik el példaul a kdvetkezdket:

1. Egy olajmezdt mint alapterméket, amelyen lehetdségiink van megkezdeni a kitermelést

(idozitési opcio).

2. Egy gyar termelési egységét képezd ingatlant és a rajta mikodo gépallomanyt mint

alapterméket, amelyet leallithatunk, ha nem nyereséges a miikddése (kiszallasi opcid).

3. A sokoldaltian képzett munkaerd-allomanybol egy csapatnyi embert mint alaptermé-

ket, amelyet atcsoportosithatunk tetszéleges feladatokra (lehetség a termelés modosi-
tasara). (Az emberek helyett pontosabb a veliik kotott szerz6désekrdl beszélni. Néhany
iparagban ez nagyon jelent6s érték, példaul tanacsadasban sokszor az adatbazis mellett
a munkaer6 képviseli a legnagyobb értéket, futballklubok esetén pedig a jatékosok.)

4. Egy jovObeni esetleges befektetést, vagyis az azzal jard pénzaramlast mint alaptermé-

ket, amit megvalosithatunk azonnal vagy egy késobbi idépontban (halasztasi opcio).

Hogyan alakulhat ezeknek az értéke? Iddben valtozatlan lenne? Nyilvanvaléan nem ez a
val6szinti, azaz valamilyen modon az érték valtozik, ezt kellene eldre jelezniink. Természe-
tesen a koriilményekben bekovetkezhetnek eldrelathatatlan valtozasok, ezért végtelen ideig
nem feltételezhetjiik, hogy egy adott modon alakul az értékiik, barmilyen precizen meghata-
rozott is az a mdd. Ugyanakkor rendelkezhetiink elegendd informéciéval ahhoz, hogy felte-
gytk: jo eséllyel akar az elkdvetkezendd tobb éven keresztiil is (az adott eszkoz stabilitasatol
fiiggben ez valoban redlis lehet) gyakorlatilag valtozatlan modon alakul barmelyik alapter-
mék értéke a fentiek koziil, példaul varhatdan tartésan né vagy csokken.

Az olajmezOnek — amely arra var, hogy megkezdjék rajta a kitermelést — az értéke varha-
toan noni fog, hiszen meg nem wjuld eréforrast rejt, amely egyre sziikdsebbé valik. A gyari
termelési egység €s a rajta 1évo gépek értéke, amelyeket leallitas esetén vagy eladunk mii-
kodo egészként, vagy az eszkdzoket kiilon-kiilon értékesitjiik, feltehetéen csokken, hiszen
folyamatosan amortizalodnak. A munkaerd értéke, amelyet atcsoportosithatunk, jo eséllyel
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nd, egyrészt, mert az érintettek minden feladat elvégzésével tanulnak valamit, idokozben
képzéseken vesznek részt, masrészt a tudas felértékelddni latszik. Figyelembe vehetd termé-
szetesen a fokozod6 munkaerd-piaci tilkinalat bizonyos teriileteken, és hosszabb iddszakra
az Oregedés is, ezek csokkend iranyba hathatnak. A jovObeni esetleges befektetés jellegétol
fliggben sokszor eldonthetd, hogy milyen iranyban valtoztat az értékén.

A fentiek alapjan elfogadhatd, hogy a keresett folyamatunknak valamilyen trendet tar-
talmaznia kellene. Ez lehet linearis vagy masmilyen, az adott helyzettdl fiiggden. Ha pedig
mégis olyan eszkozzel talalnank szemben magunkat, amelynek az értéke idében valtozatlan,
azt a trend paramétereinek megfelelé megvalasztasaval le tudjuk irni.

Ugyanakkor vilagos, hogy ezek a trendek csak atlagban érvényesiilnek, hiszen ha nagyobb
valsagokkal vagy ,.buborékokkal” nem is szamolunk, bizonyos ingadozasok megfigyelhetdk.
Példaul az olaj ara ingadozhat, a gyar és a gépsor altal termelt javak iranti kereslet is, amely
kihathat a gyar értékére, ha miikodé egészként akarjuk eladni; a munkaer6-allomany teljesi-
téképessége €és hasznalhatdsaga, mivel emberekbdl all, tobb okbol is valtozékony lehet, egy
befektetés értékérdl nem is beszélve. Mindezt a valtozékonysagot is érdemes lenne beépiteni
a keresett folyamatba. Annyit jegyezziink meg ennek kapcsan, hogy mig a részvények esetén
ez a valtozékonysag magas likviditasu részvény esetében akar masodpercenként is idézhet
el6 valtozast, addig a redlopciok alaptermékeinél ez az idétav sokkal hosszabb, akar napok-
ban vagy hetekben mérhet? is lehet.

Tehat arra jutottunk: azt szeretnénk, hogy két komponensbdl alljon a folyamat, egy trend
¢és egy véletlen hatds 6sszegébdl. Mivel a trendrdl nehéz pontosat mondani, nem érdemes
lineéris trendnél bonyolultabbal dolgozni (hacsak nem rendelkeziink valami egészen biz-
tos és konkrét informacidval a jovot illetden), hiszen a modellezés, mint mondtuk, minél
egyszeriibb, anndl jobb, amennyiben még megfelelden kozeliti a valosdgot. Tehat az eddigi
eredmény, figyelembe véve, hogy az id6 mulasatol fiigg a fliggvényérték: dx=adt.

Kovetkezo 1€pés a véletlen modellezése, amihez egy valdsziniiségi valtozora lesz sziiksé-
giink. De mit is varunk el ettdl a ,,véletlentd]”? Lényegében annyit, hogy ,, tokéletes véletlen,
atomisztikusan strukturdlatlan véletlen” legyen (Medvegyev [2007], 17. 0.). Eppen az ilyen
véletlen leirasara alkottdk meg a martingadl fogalmat, ami egy olyan folyamat, amely teljesiti
az alabbi két tulajdonsagot (részletesebben 1. Medvegyev [2007]):

1. Kockazatos folyamat.

2. Statisztikailag elére jelezhetetlen folyamat, amelynek a jovobeli értékére adhato leg-
jobb becslés a jelenlegi érték, mivel a mult semmilyen informéciéval nem szolgal a
jelenre nézve.

Tehat egy ilyen folyamatot kellene keresniink. A j6 hir az, hogy a pénziigyekben gyakran
hasznalt Wiener-folyamat éppen ilyen. A Wiener-folyamat — azon tiil, hogy martingal — min-
den szempontbol idedlis, hiszen az egyik legegyszertibb olyan folyamat, amelyik valéban
hasznalhato a véletlen modellezésére. Egy kifogéast azonban mar felvetettiink ezzel szemben:
hasznalataval normalis eloszlasu folyamatot kapunk (legalabbis, ha GBM-en keresztiil alkal-
mazzuk), és ezt intuitive nehezen elfogadhatonak tartottuk a valdsagra nézve, ezért azt mond-
tuk, hogy nem szivesen tartanank benne a modelliinkben. Miel6tt azonban tovabbmennénk,
vizsgaljuk meg két tulajdonsagat (Medvegyev [2007])!

1. ,, Novekményei fiiggetlenek . Ezt el tudjuk fogadni, hiszen éppen a véletlen mivoltabol

kovetkezik. Egy novekmény értékének az ismerete nem hordoz informaciot egyetlen
masik novekmény értékérdl sem.
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2.,,Folytonos . Ezzel sincs probléma; folytonos modellek esetén (mint példaul a Black—
Scholes-modell) definicid szerint a véletlent reprezentald komponens is folytonos, kii-
lonben maga a folyamat sem lenne az.

Most visszatérhetiink a hozamok normalitasara. Megmutathat6 (1. Medvegyev [2007]),
hogy a fenti két tulajdonsag teljesiilése esetén normalis eloszlast folyamatot kapunk, vagyis
ez utdbbi a két fenti, konnyen elfogadhat6 feltétel kovetkezménye.

Ezek alapjan egészitsiik ki az eddig is hasznalt Wiener-névekmény-jelolés (dz) se-
gitségével a folyamatunkat, amely eddig csak trendet tartalmazott, a kovetkezéképpen:
dx=adt+bdz. A b paraméter a trend esetében lathatd a-hoz hasonldan azért sziikséges, hogy
a szabadsagunkat novelje a modellezés soran. Az eredmény grafikusan az /. dbrdn lathat6.

1. dbra
Altalanositott Wiener-folyamat
12

10 alt. Wiener

—+— Wiener -
- = = =trend

Forras: sajat abra

A konkrét szamértékek nem érdekesek, a 1ényeg, hogy vizszintesen az idé telik, fiiggd-
legesen az alaptermék értéke lathato. A trend szaggatott vonallal (adt), a Wiener-folyamat
b-szerese megjeldlt folytonos vonallal (bdz) szerepel, a kettd Osszege (adt + bdz) a sima
folytonos vonal, melyet dltalanositott Wiener-folyamatnak neveziink.

Mi tortént tehat? Intuitive elvetettilk a GBM feltevését, és megprobaltunk magunknak
felépiteni egy elfogadhat6 folyamatot, amely teljesiti az alapkdvetelményeket: trend és vé-
letlen is van benne. A fenti eredményiink, az altalanositott Wiener-folyamat egy jol ismert
folyamat, amelyet mas néven aritmetikai Brown-mozgasnak is neveznek. Cseréljiik ki a jelo-
1ést a megszokottra: dS=udt+odz.

A vizsgalt GBM-feltételben az is szerepel, hogy i és o allandoéak. Ez nem jelent kii-
16n6sebb gondot, a modellezésiinket leszlikithetjiik olyan id6tavra, amelyen ezek valoban
allandonak tekinthetdk, és ezzel legtobbszor nem tesziink tal szigora megkotést. Ezzel kap-
csolatban azonban felmeriil az a probléma, hogy a driftt6] és a szorastol is csak az arfolyam
szazalékaban varhatjuk el, hogy konstans legyen, tovabba azt is szeretnénk, hogy a model-
linkben az arfolyam ne vehessen fel negativ értékeket.



KULONSZAM 49

Ha a fentiekre adott megoldasként szazalékosan értelmezziik az arfolyam névekményét, a
kovetkezo alakot kapjuk: (dS)/S=udt+odz, amibol S-sel atszorozva visszakapjuk a geometriai
Brown-mozgast.

3. KOVETKEZTETESEK

A hagyomanyos opcidarazasi modellek az alaptermék arfolyam-alakulasarol felteszik, hogy
az geometriai Brown-mozgast kdvet, amirdl a fentickben belattuk, hogy habar 6nkényesnek
tlinhet, valdjaban realopciokra alkalmazva sem jelent elfogadhatatlan feltételt. S6t, ha szél-
sOségektdl mentesnek tekintjiik az alaptermék arfolyam-alakulasat, akkor a GBM kifejezet-
ten célszerti valasztasnak tekinthetd, hiszen segitségével figyelembe veheto a tendenciaszerti
arfolyammozgas és a véletlen is, tovabba nulla ala nem engedi csdkkenni az értéket. Ilyen
esetekben tehat jo kozelités adhatd a realopcid (stratégiai lehetdség) értékére a pénziigyi
opcidarazas eszkozeivel.

Természetesen ez nem jelenti azt, hogy mérlegelés nélkiil lehetne a pénziigyi opciodarazas
modelljeit a redlopcidkra alkalmazni. Ha valamilyen specialis esetben mégsem tudjuk elfo-
gadni a GBM feltevését, de meg tudjuk hatarozni, hogy helyette mi lenne a helytallo, akkor
azt a folyamatot felhasznalva, atalakithatjuk a modszertani megoldasokat ugy, hogy arra az
esetre legyenek érvényesek. Ilyen eset lehet példaul, ha a folyamat ugrasokat tartalmaz, tehat
bizonyos esetekben azonnali és jelentds arfolyamvaltozas kovetkezik be, ami miatt folyto-
nosként semmiképp nem kozelitheto.

Tovabba elképzelhetd az is, hogy a trendet, vagy még inkabb a szorast adott esetben nem
tekinthetjiik idében konstansnak, még az arfolyam szazalékaban sem. Ilyen eset a pénziigyi
piacokon elképzelheto (kiilondsen, mivel az opciods piacok segitségével gyakorlatilag lehetd-
vé valt a volatilitas kereskedése), ezért nincs okunk azt feltételezni, hogy a kevésbé transzpa-
rens realopcios ,,piacon” ne fordulhatna ilyen eld.

Végiil ne felejtsiik el, hogy habar 6sszességében megnyugtatd eredményre jutottunk egy
alapvetd feltevéssel kapcsolatban, természetesen a modszertan alkalmazhatosaga egynél
tobb feltevésen alapul, amelyeknek az elemzése a jelen cikk kereteit meghaladja.
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