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Bapics TAMAS

Arbitrazs, kockazattal szembeni attitid
¢s az eszkozarazas alaptétele

Az arbitrazselmélet egyik legf6bb vonzereje abban ill, hogy explicit médon nem hi-
vatkozik a befektetok preferenciaira. Ez azonban nem jelenti azt, hogy implicit médon
nem tételez fel semmit a preferenciakrol. Azt szokias mondani, hogy az arbitrazsmen-
tesség feltétele a befektetok preferencidira vonatkozoélag csak a monotonitast koveteli
meg. Kevésbé ismert azonban, hogy az arbitrazsmentesség folytonos idejii modellek-
ben hasznalatos szigoritasai, igy a ,,nincs ingyenebéd” és a ,,nincs elhalvanyul6 kocka-
zat melletti ingyenebéd” feltételek implicit m6don milyen megkotéseket tartalmaznak
a befektetok preferencidira vonatkozéan. Cikkem egyik célkitiizése, hogy attekintse
azokat az eredményeket, amelyek arrol szélnak, hogy az arbitrazsmentesség feltétele
—illetve annak a kiilonféle modellekben foglalt megfelel6je — milyen, a preferencidkra
vonatkozo feltételekkel helyettesithetd. Az ismertetett eredmények koziil az egyik leg-
érdekesebb az az allitas, miszerint a krepsi ,,nincsen ingyenebéd” fogalom bizonyos
értelemben kockazatkeriilo befektet6t feltételez. Az eredmények puszta ismertetése
mellett cikkemmel arra szeretném felhivni a figyelmet, hogy egy preferenciakon ala-
pulé megkozelitésben a pénziigyi matematika néhany klasszikus és mély matematikai
allitasa egészen uj, kozgazdasagi interpretaciét nyer.

1. ARBITRAZSMENTESSEG ES AZ ALAPTETEL

Véges valoszinliségi mezot feltételezve, akkor mondjuk, hogy egy pénzpiacon nincs arbit-
razs, ha nem létezik olyan kereskedési stratégia, amelynek révén zérus kezdeti vagyonbol
kiindulva, pozitiv valoszinliséggel nyerhetiink a veszteség kockazata nélkiil. Mondaniva-
lonk szempontjabol kiemelt jelentségli az un. pénziigyi eszkdzok arazasanak alaptétele,
amely arra ad valaszt, hogyan tudjuk matematikailag karakterizalni azokat a modelleket,
amelyekben nem létezik arbitrazs.

Az allitas kimondasahoz sziikségiink van a martingal fogalmara, amely a sztochaszti-
kus folyamatok egyik specialis osztalyat jeloli. Egy sztochasztikus folyamat martingal, ha
tetszbleges ¢ > s idépontokra teljesiil, hogy a sztochasztikus folyamat #-edik id6pillanatbeli
értékének az s-beli informaciok alapjan vett varhato értéke megegyezik a folyamat s-beli
értékével.

A martingaltulajdonsag lényege legegyszeriibben a szamegyenesen vett véletlen bolyon-
gas fogalmabdl kiindulva értheté meg. Képzeljiik el, hogy az origobol kiindulva, minden
periddusban egyenld valdszintiséggel vagy jobbra, vagy balra 1épiink egyet. Ekkor minden
t-re a t-edik idOpontbeli helyzetiink egy valosziniiségi valtozo. Ha torténetesen a #-edik id6-
pillanatban a szdmegyenes a pontjaban vagyunk, akkor a #-edik id6pillanatban a ¢ + 1-edik
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pillanatbeli helyzetiink varhato értéke éppen a lesz, és ez természetesen fiiggetlen attol,
hogy hogyan jutottunk az a helyzetbe. A pénziigyi eszkdzok arazasanak alaptétele' — kissé
pongyolan megfogalmazva — azt allitja, hogy egy értékpapirpiacon akkor nincs ,,arbitrazs”,
ha létezik egy, az eredetivel ekvivalens valdszinliségi mérték?, amelyre vonatkozoan az ér-
tékpapirok diszkontalt arait leiré folyamat egy bizonyos értelemben ,,martingal”; vagyis
létezik olyan 11j valoszintliségi mérték, amely alatt pénziigyi eszkozok segitségével nem lehet
szisztematikusan atlagban nyerni. Hogy egészen pontosak legyiink, az 4llitas ebben a forma-
ban inkabb csak egy alapelv, amelyik akkor valik ténylegesen igazolhat6 allitassa, ha pon-
tosan definialjuk az ,,arbitrazsmentesség” és ,,martingal” fogalmat. Ha a martingadlmérték
egyértelmil, akkor az egyfajta arfunkcional szerepét tolti be, mivel a kockazatos kifizetések
jelenlegi ara éppen a diszkontalt kifizetés martingalmérték szerinti varhato értéke lesz. Mi-
vel a korai szakirodalomban a martingalmérték mint araz6 funkcional jelenik meg, és az
alaptétellel 6sszefiiggésben a martingal fogalmanak hasznalata csak a hetvenes évek végétol
valt altalanossa, ezért martingalmérték helyett az egyszeriiség kedvéért idonként inkabb
arazo6 funkcionalra fogunk hivatkozni.

A martingalmérték létezésérol szolo elso allitast M. Harrison és S. R. Pliska [1981] bizo-
nyitja arra az esetre, amikor a valoszinliségi mezd végesen generalt. Azota a tételnek szamos
altalanositasa sziiletett.> Ezek koziil az egyik legismertebb a Dalang—Morton—Willinger-
tétel (1. Dalang—Morton—Willinger [1990], egy modernebb feldolgozasban: Medvegyev
[2006], . még: Medvegyev [2002]), ami mar teljesen altalanos valoszinliségi mez6bdl indul
ki, de felteszi, hogy az id6paraméter diszkrét, és az idéhorizont véges. Sajnos, altalanosabb
modellekben az arbitrazsmentesség megkotése nem feltétleniil biztositja a martingadlmérték
létezését, ezért pl. végtelen idGhorizont vagy folytonos kereskedés esetén sziikségiink van
az arbitrazsmentességnél erdsebb, topologiai megkotést is tartalmazod nincs ingyenebéd
vagy a nincs elhalvanyulo kockdzat melletti ingyenebéd* feltételekre.

Folytonos idejii modellben el6szor Kreps [1981] igazolta azt az allitast, hogy a nincs
ingyenebéd feltétel egyenértékii az ekvivalens martingalmérték 1étezésével. Bar Kreps ezen

1 A ,fundamental theorem of asset pricing” elnevezést a fentihez hasonld értelemben eldszor P. H. DyBviG és R.
A. Ross [1987] hasznalta.

2 Két mérték ekvivalencidja azt jelenti, hogy mindkét mérték szerint ugyanazok a nullmértéks halmazok.

3 A fontosabb eredmények egy attekintése megtalalhato DELBAEN—SCHACHERMAYER [1994]-ben.

4 Elhalvanyul6 kockazat melletti ingyenebédrdl akkor beszéliink (1. DELBAEN—SCHACHERMAYER [1994]), ha egy
pozitiv valosziniiséggel pozitiv, de semilyen kimenetel esetén sem negativ kifizetés kereskedés révén tetszéle-
gesen ¢és egyenletesen kozelithetd, vagyis létezik egy olyan fenti tulajdonsagu kifizetés, hogy tetszéleges e-hoz
létezik egy olyan kereskedési stratégia, amely nulla valosziniiségi halmaztol eltekintve, minden kimenetel ese-
tén e-nal jobban kozeliti az adott kifizetést, specidlisan a lehetséges veszteségek maximuma is kisebb marad
mint &. Matematikai megfogalmazasban, kissé leegyszerisitve, ezt iigy is lehet mondani, hogy egy nemnegativ
és pozitiv valoszintiséggel pozitiv kifizetés akkor elhalvanyulé kockazat melletti ingyenebéd, ha az benne van
a kereskedéssel eldallithato kifizetések halmazanak L*-topologia szerinti lezartjaban. Az ingyenebéd fogal-
ma ett6l annyiban kiilonbozik, hogy az abban megkdvetelt kozelités nem feltétleniil egyenletes, hanem az n.
gyenge csillag topologiaban értendd, vagyis egy nemnegativ és pozitiv valoszinliséggel pozitiv kifizetés akkor
ingyenebéd, ha az benne van a kereskedéssel eléallithato kifizetések halmazanak gyenge csillag topologia sze-
rinti lezartjaban. A gyenge csillag topologia sajnos egy bonyolult matematikai konstrukcio, aminek a hasznala-
tat Kreps nem tudta kdzgazdasagtanilag interpretalni.
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eredménye mar altalanos szemimartingal’>-modellekre is konnyen altalanosithat6®, az eb-
ben szerepld nincs ingyenebéd fogalom sajnos kdzgazdasagtanilag nehezen interpretalha-
t6. Szemimartingal-modellekre a probléma kielégitének tekinthetd megoldasat végiil is F.
Delbaen és W. Schachermayer adja meg (1. Delbaen—Schachermayer [1994], a tétel egy
feldolgozasa megtalalhatd Badics—Medvegyev [2009]-ben). Ez utobbi eredmény — amely
szerint egy lokalisan korlatos szemimartingal-modellben a nincs elhalvanyulé kockazat
melletti ingyenebéd egyenértékii az ekvivalens lokalis martingdlmérték 1étezésével — a
pénziigyi matematika egyik csucsteljesitménye.” Bizonyitasa igen hosszadalmas, és a funk-
cionalanalizis, valamint a sztochasztikus folyamatok — P. 4. Meyer és a strassbourgi iskola
matematikusai altal a 60-as évek végétdl kezdve kidolgozott — altalanos elméletének® mély
eredményeit hasznalja.

F. Delbaen és W. Schachermayer eredménye széles korben ismert, és szamos szerzo
hivatkozza (1. pl. Elliott—Kopp [2005], Karatzas—Shreve [1998] és Kiraly—Szaz [2005]),
azonban a felhasznalt mély matematikai apparatus miatt annak bizonyitasa a kdzgazdasz
szamara nehezen megkozelithet. Kevésbé ismert azonban, hogy az alaptételnek létezik
egy kozgazdasagtanilag a Delbaen—Schachermayer-tétellel azonos tartalmu és mélységti,
Frittelli nevéhez fiz6d6 valtozata (1. Frittelli [2004]), amely az arbitrazsmentességnek a
preferencidk segitségével torténd karakterizacidjan alapul, és bizonyitasa joval egysze-
riibb matematikai eszkdzoket igényel. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ez az allitas és a
Frittelli altal bevezetett, tn. piaci ingyenebéd fogalma az arbitrazsmentesség és a preferen-
ciak viszonyanak megértéséhez kulcsfontossagu.’

2. AZ ARBITRAZSMENTESSEG ES A PREFERENCIAK VISZONYA

A nincs arbitrazs megkovetelése a pénziigyekben széles korben elfogadott, és kozgazda-
sagtanilag is indokolt, hiszen az arbitrazslehetdség 1étezése kizarna mind az egyensuly
1étezését, mind a befektetd haszonmaximumanak elérését, ugyanis egy arbitrazslehetdség
1étezése esetén a koltségvetési korlattol fiiggetleniil, barmely allapotban az arbitrazslehetd-
ség kihasznalasaval lehetéség nyilik a hasznossag ndvelésére. Mivel az arbitrazslehetdség
minden monoton preferenciarendezéssel rendelkezd befekteté szamara lehetetlenné teszi
a haszonmaximum elérését, ezért az arbitrazsmentesség kritériuma mogott nyilvanvaldan

5 A szemimartingélrol elegendd annyit tudnunk, hogy az a sztochasztikus folyamatoknak egy meglehetésen
altalanos osztalyat jeloli, amely magaban foglalja pl. a Poisson-folyamatokat, az Ito-folyamatokat és diffuzids
folyamatokat, és ugyanakkor a legaltalanosabb sztochasztikus folyamat, amely szerint egy viszonylag jo tulaj-
donsagokkal rendelkezd sztochasztikus integralt lehet definialni.

6 Erre az eredményre a tovabbiakban Kreps—Yan-tétel néven fogunk hivatkozni.

7 A Bichteler—Dellacherie-tételbdl tudjuk, hogy a szemimartingal a legéaltalanosabb sztochasztikus folya-
mat, amely szerint egy viszonylag jo tulajdonsagu sztochasztikus integral definialhatd, ezért a Delbaen—
Schachermayer-tétel a maga nemében egy igen altalanos allitas.

8 Az elmélet egy alapos tankonyvi feldolgozasa: MEDVEGYEV [2007], magyar nyelven: MEDVEGYEV [2004].

9 Az alaptétel elemi szintli targyaldsa megtalalhat6 pl. PLiska [1997], MEDVEGYEV [2002], MEDVEGYEV [2009]
miivekben (utobbi talan a tétel legelegansabb, egy egyszerii dualitasi technikan alapuld bizonyitasa), az alapté-
telen alapuld kockazatsemleges arazas modszerérdl kozérthetéen Szaz [1999] és SzAz [2009]-ben olvashatunk,
tovabba a kockazatsemleges arazasnak a kamatlabmodellekre valé alkalmazasaval kapcsolatban érdekes adalé-
kokat talalhatunk a nemrégiben megjelent MEDVEGYEV— SzAz [2010] kdnyvben.
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meghuzodik az a preferencidkra vonatkozo eléfeltevés, amely szerint a befekteté szamara
a tobb, az jobb, vagyis a befektetd monoton preferenciarendezéssel rendelkezik. Ez utdbbi
allitds magyarazataban azonban a legtobb szerzd (1. pl. Dybvig—Ross [1987]) nem megy
tal a fenti ténymegallapitason, és kevésbé ismertek azok az eredmények, amelyek formali-
zaltan vizsgaljak azt a nem trivialis kérdést, hogy az arbitrazsmentesség €s az azzal rokon,
erdsebb feltevések burkoltan milyen megkotést eredményeznek a befektetok preferencidja-
ra vonatkozoan. A tovabbiakban megsziiletésiik idérendjében mutatjuk be azokat az ered-
ményeket, amelyek az arbitrazs és a preferencidk kapcsolatanak a megértéséhez kozelebb
visznek. Mivel az arbitrazsmentesség feltételezése egyenértékii az arazo funkcional 1étezé-
sével, ezért eldszor azt vizsgaljuk, hogy a preferenciakbol milyen modon szarmaztathatd
az araz6 funkcional. Ehhez induljunk ki az altalanos egyensulyelmélet Arrow—Debreu-féle
modelljébol.

Mint ismeretes, az eredetileg determinisztikus, altalanos egyensulyelméletet a feltételes
joszag fogalmanak bevezetésével elészor Arrow [1953] alkalmazta olyan szituacio leirasara,
ahol a szerepl6k indulokészletei bizonytalanok, vagyis fiiggenek a megvalosuld vilagalla-
pottol. Az otletet késébb Debreu [1953] altalanositotta.

Vegyiink egy M szamu szerepl6bdl allo cseregazdasagot. Tegyiik fel, hogy a gazda-
sag szerepl6i K szamu joszagot fogyasztanak, és ezekbdl a joszagokbol az egyes egyének
rendelkezésére all6 mennyiségek a bekdvetkezo vilagallapot fiiggvényei, és az allapottér,
vagyis a lehetséges vilagallapotok halmaza egy véges halmaz. Tegyiik fel, hogy a gazda-
sag szereploi kereskedhetnek un. feltételes joszagokkal, és alkalmazzuk a determinisztikus,
altalanos egyensulyelméletet a feltételes joszagok piacara. A k-adik joszaghoz és egy adott
kimenetelhez tartozo, egységnyi feltételes joszag egy olyan jog, amely az adott kimenetel
esetén egységnyi, minden mas kimenetel esetén zérus mennyiségii — feltétel nélkiili — k-adik
joszagot biztosit a jog birtokosanak. Ugy is mondhatnank, hogy a feltételes joszagok valo-
jaban a fizikai joszagokra szolo, feltételes kovetelések. Feltessziik tehat, hogy a gazdasag
szerepl6i az elsé periddusban — még mieldtt tisztaban lennének azzal, hogy ténylegesen
melyik vilagallapot kovetkezett be —, kereskedhetnek a feltételes joszagok piacan.! Ilyen
modon tehat az eredetileg K dimenzios joszagteret egy KS dimenzios joszagtérré bovitettiik
ki. Tegyiik fel, hogy a szerepl6k mindegyike rendelkezik egy ezen a joszagtéren értelmezett
preferenciarendezéssel. Tegyiik fel tovabba, hogy a masodik periddusban az egyes szerep-
16k altal a tényleges fizikai — vagyis nem feltételes — joszagokbol birtokolt mennyiség fiigg
a kimeneteltdl. Ekkor a — determinisztikus — walrasi egyenstly fogalmat a most bevezetett
feltételes joszagokra alkalmazva, az un. Arrow—Debreu-egyensuly fogalmahoz jutunk, és
az altalanos egyensulyelmélet szokasos feltevései mellett az egyensulyi arrendszer 1étezik.
Ha a joszagok koziil egyet pénznek tekintiink, akkor az ennek az egységére vonatkozo,
a ténylegesen realizalodott vilagallapottol fiiggd, feltételes koveteléseket Arrow—Debreu-
értékpapiroknak szokéas nevezni. Az w kimenetelhez tartoz6 Arrow—Debreu-értékpapir tehat
egy olyan feltételes kdvetelés, amely az w kimenetel esetén egységnyi, minden mas kimene-
tel esetén zérus kifizetést biztosit a kdvetelés birtokosanak. Az Arrow—Debreu-értékpapirok
egyensulyi arai tulajdonképpen a kimenetelekhez rendelnek szamértékeket, amelyek egy
korlatos mértéket definialnak. Ennek a mértéknek a normalasaval a kimenetelek arai egy

10 Hangsulyozzuk, ebben a periodusban nem joszagok, csupan a fenti értelemben vett ,,jogok” cseréje torténik.
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valoszinliségi mértéket hataroznak meg. Ha a valoszintiségi mez6 végesen generalt, akkor
minden feltételes kovetelés eldallithatdo az Arrow—Debreu-értékpapirok linearis kombinaci-
6jaként. Ebbdl kovetkezden tobbek kozott 1étezik kockazatmentes értékpapir. Ezek utan mar
konnyen belathato, hogy egy tetszdleges értékpapir els6 periodusbeli egyensulyi ara éppen
a kockazatmentes értékpapir hozama szerint diszkontalt, masodik periddusbeli lehetséges
arainak az imént megkonstrualt mérték szerinti varhato értéke lesz. Vagyis a mi termino-
l6giank szerint a diszkontalt arfolyam az ily médon definialt, ,,fiktiv”’ valosziniiség szerint
martingal."! Ezt a mértéket Arrow [1971] kockazatsemleges valoszinliségnek nevezi.

Az Arrow—Debreu-értékpapirokkal vald kereskedés modellje valojaban nem tilsago-
san ¢életszer(l, de a modellnek — az empirikus kezelhet6ség szempontjabol — van egy nem
elhanyagolhato kovetkezménye. Ha az altalanos egyensulyi megkozelités helyett egy par-
cialis egyensulyi megkozelitést alkalmazva feltételezziik, hogy a kereskedett értékpapi-
roknak nemcsak a masodik periddusbeli kifizetései, de az els6 periodusbeli arai is adottak,
akkor az emlitett 6sszefiiggésbol a martingalmérték mar meghatarozhatd. Ha eltekintiink
az Arrow—Debreu-értékpapirokkal valo kereskedéstdl, de feltessziik, hogy a 1étez6 értékpa-
pirokkal val6 kereskedés révén minden lehetséges jovobeli pénziigyi kifizetés eldallithato'?,
vagyis elég sokféle értékpapir van a piacon ahhoz, hogy kifeszitsék a logikailag lehetséges
kifizetések halmazat, akkor a jovobeli kifizetések a preferenciaktol — specialisan a kocka-
zattal szembeni attitidtol — fiiggetleniil® bearazhatdak. (A modszer kritikajarol Medvegyev
[2009], Medvegyev [2011] és Szaz [2011]-ben olvashatunk.)

Arrow [1953]-ben megjegyzi, hogy a fenti Arrow—Debreu egyensulyi elosztas megkap-
haté olyan modon, hogy feltessziik, hogy a szereplok az elsé periddusban csak Arrow—
Debreu-értékpapirokkal kereskedhetnek, a masodik periodusban pedig kereskedhetnek a
joszagok piacan. A magyarazat egyszerii. Ha a szerepldk kereskedhetnek a masodik perio-
dusban a fizikai joszadgokkal, akkor az els6 periddusbeli kereskedés egyetlen célja az, hogy
a szereplok megosszak a vasarloerejiiket az egyes vilagallapotok kozott. Ezzel az eljarassal
az eredetileg SK szamu joszagot tartalmazo, hataridos piac mar csak egy S szadmu joszagbol
allé piaccéa zsugorodott. Ahhoz azonban hogy a szereplok ne csak a pénzben mért vasarlo-
erejiiket tudjak simitani, hanem a tényleges fogyasztasukat is, elére kell latniuk a masodik
periddusbeli spot arakat', és csak akkor beszélhetiink egyensulyrol, ha a szereplok varako-
zasai konzisztensek a modellel, vagyis egyensulyban minden egyes kimenetelre vonatkozo-
an a spot arakra vonatkozo6 varakozasok megegyeznek a tényleges egyensulyi spot arakkal.

A fenti gondolatot késébb R. Radner [1972] formalizalta és altalanositotta tobb periddus
esetére. Az Un. Radner-egyensuly abban az esetben is értelmezhetd, ha Arrow—Debreu-
értékpapirok helyett csak néhany kockazatos értékpapirral kereskedhetnek a gazdasag sze-
repléi; ezaltal a Radner-egyensuly fogalma fontos kiindulopontjava valt mind a pénzpia-
cok egyensulyi elméletének, mind a nem teljes piacok elméletének. Megmutathato, hogy a

11 Két idéperiodus esetén, ha az elsé id6pontban nincsenek valodi valdsziniiségi valtozok, akkor a martingél-
éppen az els6 periddusban felvett érték.

12 Mas szoval feltételezziik, hogy a piac teljes.

13 Egészen pontosan arrél van szd, hogy nincs sziikség a hasznossagi fliggvények explicit szerepeltetésére, de
valdjaban az arbitrazsmentesség feltétele implicit médon feltételezi a preferenciak monotonitasat.

14 Ezeket az arakat természetesen nem tekintjiik a modell altal adottnak.
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martingdlmérték ebben az esetben a Radner-egyensuly elsérendi feltételeibdl szarmaztat-
haté. A martingdlmérték ebben a modellben azt mutatja meg, hogy adott w kimenetel eseté-
re egy potlolagos egységnyi w kimenetelhez tartozé Arrow—Debreu-értékpapir hanyszoros
haszonndvekményt eredményez az egy potlolagos egységnyi, elsé periodusbeli biztos va-
gyonnovekedés haszonndvekményéhez képest.

Az altalanos egyensuly-elméleti megkdzelitésr6l most térjiink at egy olyan parcia-
lis egyenstilyi modellre, amelyben a fent emlitett, korlatozott szamu pénziigyi eszkoz ara
adott. Ekkor egy teljes modellben az arazasi probléma megoldasahoz a fentiek alapjan az
egyensuly feltételére nincs sziikség, hiszen a martingalmérték — ami egy replikalhato kove-
telések terén értelmezett arazo funkcionalt reprezental — a pénziigyi eszkdzok araibol mar
meghatarozhato. Ehhez csupan fel kell hasznalnunk azt a feltételt, amely szerint tetszdleges
értékpapir, specidlisan az Osszes Arrow—Debreu-értékpapir elsé periodusbeli egyensulyi
ara éppen a kockazatmentes értékpapir hozama szerint diszkontalt, masodik periddusbeli
aranak a kockazatsemleges mérték szerinti varhato értéke.

Ezzel elérkeztiink egy fontos problémahoz. Ha az arazé funkcional meghatarozasahoz
sem az egyensuly feltételére, sem a fogyasztok preferencidira nincs sziikség, akkor vajon
mi az a konzisztenciafeltétel, ami lehetdleg az egyensulynal enyhébb megkotést jelent, €s
egyuttal biztositja az arazé funkcional létezését? Ebben az dsszefiiggésben vezetik be az
arbitrazsmentesség, illetve altalanos valoszinliségi mez6 esetén az életképesség €s a nincs
ingyenebéd fogalmat.

Ross [1978]-ban belatja, hogy az arbitrazsmentesség feltételének teljesiilése ekvivalens
azzal az allitassal, hogy egy, a replikalhato kovetelések terén értelmezett, linedris funkcio-
nalnak létezik az 6sszes elképzelhetd feltételes kovetelések terére valod kiterjesztése, amely
szigoruan pozitiv, vagyis minden Arrow—Debreu-értékpapirhoz pozitiv szdmot rendel.

Mint emlitettiik, a Radner-féle megkozelitésben az arazo funkcional meghatarozasahoz
elegendd csupan a befektet6i haszonmaximum elsérendi feltételét felhasznalni. Ez a meg-
figyelés motivalja az un. életképesség fogalmat (1. Harrison—Kreps [1979], Kreps [1981],
Bellini—Frittelli [2002], Pliska [1997] és Loewenstein—Willard [2000]). Egy kissé leegy-
szeriisitve: akkor mondjuk, hogy egy piac ¢életképes, ha létezik egy replikalhato kifizetés,
¢és egy ahhoz tartozod — a replikalhato kifizetések terén értelmezett — konvex és folytonos
preferenciarendezés, amely szerint az adott kifizetés minden mas replikalhato kifizetéshez
képest gyengén preferalt. Harrison és Kreps a fent idézett cikkében belatja, hogy egy altala-
nos — tehat nem feltétlentil véges valosziniiségi mezds — modellben pontosan akkor teljesiil
az ¢életképesség, ha a replikalhato kovetelések terén értelmezett, linearis funkcionalnak lé-
tezik az 6sszes elképzelhetd feltételes kovetelések terére vald szigortian pozitiv, vagyis az
Arrow—Debreu-értékpapirokhoz pozitiv szamot rendeld kiterjesztése, utobbi pedig ekviva-
lens azzal, hogy létezik az ekvivalens martingadlmérték.

Ezt Osszevetve Kreps mar idézett eredményével, amely szerint az ekvivalens
martingalmérték 1étezése a nincs ingyenebéd feltétellel egyenértéki, azt kapjuk, hogy egy
modell pontosan akkor életképes, ha a modellben nincs ingyenebéd. Mivel az életképesség
fogalma konvex preferencidkat feltételez, ezért ez az ekvivalencia azt sugallja, hogy a nincs
ingyenebéd megkotés valdjaban kockazatkeriilo befektetoket feltételez. Késébb latni fog-
juk, hogy a nincs ingyenebéd fogalom sokkal kdzvetlenebb modon is kapcsolatba hozhat6 a
preferenciak konvexitasaval, ehhez azonban az Orlicz-terek elméletét kell segitségiil hivni.
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3. SZTOCHASZTIKUS DOMINANCIA ES PIACI INGYENEBED

Lattuk tehat, hogy az arbitrazsmentesség feltevése implicit médon annyit feltételez a be-
fektetokrodl, hogy preferenciarendezésiik monoton, hiszen egy arbitrazslehetéség minden
monoton preferencidkkal rendelkezé befektetd szamara kivanatos. Azt is lattuk, hogy az
¢letképesség ekvivalens a nincs ingyenebéd feltétellel, amit Ggy is interpretalhatnank, hogy
a nincs ingyenebéd feltétel a preferenciak konvexitasat feltételezi. Felmeriil tehat a kérdeés,
hogy létezik-e egy egységes fogalmi keret, amelynek a segitségével az arbitrazsfogalmak
kozotti eltérések a preferenciak eltérd voltara vezethetdk vissza. Kézenfekvo megoldasnak
tinhet a sztochasztikus dominancia mint fogalmi keret hasznalata. Azt mondjuk, hogy egy
kockazatos A kifizetés elsérendben sztochasztikusan dominalja a B kifizetést, ha minden
ndvekvo és folytonos hasznossagi fliggvénnyel rendelkezd befekteté gyengén preferalja A-t
B-vel szemben. A sztochasztikus dominancia és az arbitrazs kapcsolatat vizsgalja R. Jarrow
[1986]. Megmutatja, hogy egy teljes piacon pontosan akkor létezik arbitrazs, ha létezik két
specialis tulajdonsaggal rendelkez6 eszkoz, amelyek koziil az egyik egy bizonyos értelem-
ben sztochasztikusan dominalja a masikat. Jarrow konstrukcioja meglehetdsen bonyolult, de
mindenesetre az elsd olyan probalkozasnak tekinthetd, amely formalizaltan probal kozvelen
kapcsolatot teremteni az arbitrazsmentesség €s a befektetok preferencidjanak monotonitésa
kozott.

A sztochasztikus dominancia alapgondolatat fejleszti tovabb Frittelli piaci ingyenebéd
fogalma. Latni fogjuk, hogy a piaci ingyenebéd fogalom a kiilonb6z6 arbitrazsfogalmak'
lezarasoperatorait meghatarozo topologiafogalmaknak a befektetok hasznossagfiiggvénye-
inek analitikus tulajdonsagait felelteti meg. A befektetd preferenciarendezését alapul véve,
azt mondhatjuk: az arbitrazslehetdség azt jelenti, hogy nulla kiindul6 vagyonnal kereskedés
révén egy olyan véletlen f kifizetéshez juthatunk, amely felbonthaté egy w nemnegativ és
egyhttal pozitiv valoszintiséggel pozitiv értéket felvevo kifizetés és egy olyan g véletlen ki-
fizetés Osszegére, amelynek a hasznossaga — barmely monoton hasznossagfiiggvényt alapul
véve — legalabb akkora, mint az azonosan nulla kifizetésé. Ezt a gondolatmenetet altalano-
sitja Frittelli piaci ingyenebéd fogalma.

Ahogy azt korabban lattuk, az arbitrazsmentesség feltétele altalanos esetben nem ga-
rantalja az ekvivalens martingalmérték l1étezését, ezért egy erdsebb feltételre volt sziiksé-
giink; ehhez viszont béviteniink kellett a kizarand6 arbitrazs lehetéségek halmazat. A fenti
megkozelitést figyelembe véve, ez megtehetd oly modon, hogy a fenti f véletlen kifizetések
esetében csak bizonyos monoton hasznossagi fiiggvényekre koveteljiik meg a fenti tulajdon-
sagot. Ezen a ponton valik el a Delbaen—Schachermayer-féle ¢s a Fritteli-féle megkozelités.
Az el6bbi ugyanis — mint azt latni fogjuk — a befektetok hasznossagi fliggvényétdl csupan a
folytonossagot kdveteli meg, mig az utobbi a konkavitast is.

A Frittelli-féle piaci ingyenebéd fogalmanak definialasdhoz tehat tételezziik fel, hogy
minden befektetének létezik egy vagyonra vonatkozd hasznossagfiiggvénye, és két keres-
kedési periodus van, a jelen és a jovo. Ahhoz, hogy a két megkozelités kozotti parhuzamot
vilagosan lassuk, érdemes az arbitrazs korabban bevezetett fogalmabol kiindulni.

15 Itt az arbitrazst tag értelemben hasznaljuk, tehat az arbitrazsfogalmak az arbitrazst, az ingyenebédet és az
elhalvanyuld kockazat melletti ingyenebédet foglaljak magukban.
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Egy rovid gondolatmenet erejéig tegyiik fel, hogy a valoszinliségi mez6 végesen generalt.
Jeloljiik L-el azon feltételes koveteléseket, amelyek minden kimenetel esetén nemnegativ
¢és pozitiv valoszintliséggel pozitiv kifizetést biztositanak a kovetelés birtokosanak. Ha egy
L-beli w feltételes kovetelést a jelenben eladnank, nyilvan pozitiv jovébeli bevételhez jut-
nank. Felmeriil a kérdés, hogy vajon egy alkalmas kereskedési stratégia segitségével ,,fedez-
hetd-e” a bizonytalan jovobeli —w kotelezettség? Vagyis 1étezik-e egy alkalmas, nempozitiv
kiindulo koltségti stratégia, amelynek f'eredménye valamilyen értelemben dominalja, fedezi
w-t? Ebben az esetben egyfajta arbitrazsjovedelemhez jutnank. Ha vissza akarjuk kapni
az eredeti arbitrazsfogalmat, akkor ennek a dominancianak egyszeriien azt kell jelentenie,
hogy /> w, vagyis hogy f~w nemnegativ. Az arbitrazsstratégia 1étezése tehat ekvivalens egy
olyan L-beli w elem 1étezésével, amelyre teljesiil, hogy az 6sszes replikalhato fkifizetésekre
képezve az f'és a w fliggvények kiillonbségének minimumat, ezen minimumok maximuma
nem kisebb, mint nulla. Ezen maximalis tulajdonsaggal rendelkez6 f kifizetésre nyilvan-
valdan az is teljesiil, hogy tetsz6leges monoton hasznossagfiiggvényt feltételezve, az f~w
kifizetés varhatd hasznossaga legalabb akkora, mint az azonosan nulla kifizetés hasznossa-
ga, hiszen ezen varhat6 hasznossagok a kiilonbozo6 vilagallapotokbeli hasznossagok konvex
kombinacidja, amelynek egy also korlatja a kifizetések minimumanak hasznossaga; ez a
feltevésiink és a hasznossagfiiggvény monotonitadsa miatt nem kisebb, mint a zérus kifizetés
hasznossaga. Megforditva: ha valamely L-beli w-re 1étezik egy replikalhato fkifizetés, hogy
barmely monoton hasznossagfiiggvényre az f~w kifizetés varhaté hasznossaga legalabb
akkora, mint a nulla kifizetés hasznossaga, akkor az f'és a w fiiggvények kiilonbségének
minimuma nem kisebb, mint nulla. Ellenkez6 esetben ugyanis egy olyan monoton hasz-
nossagfiiggvényt valasztva, amely a negativ szimokon —oo értéket vesz fel, de mindenhol
mashol véges értéket, erre a hasznossagfiigvényre vonatkozolag az f~w kifizetés varhato
hasznossaga —co lenne.

A fentiek alapjan megallapithatjuk tehat, hogy f egy arbitrazst reprezental. Ezek alap-
jan mar definialhatjuk a piaci ingyenebéd fogalmat. Azt mondjuk, hogy egy piacon léte-
zik a monoton hasznossagfiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd, ha 1étezik egy olyan
nemnegativ, de pozitiv valosziniiséggel pozitiv w kifizetés, hogy minden monoton hasz-
nossagi fliggvény ¢s minden, az eredetivel ekvivalens valosziniiségi mérték esetén az f~w
kifizetések varhatd hasznossaganak szuprémuma — amint f befutja az 0sszes replikalhato
kovetelést — legalabb akkora, mint az azonosan nulla kifizetés hasznossaga. A fenti gon-
dolatmenettel belattuk, hogy pontosan akkor 1étezik a monoton hasznossagfiiggvényekre
vonatkozo piaci ingyenebéd, ha létezik arbitrazs.

Természetesen a fentivel analog modon definialhatd a monoton és folytonos, tovabba a
konkav hasznossagi fiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd fogalma is. Frittelli [2004]
megmutatja, hogy pontosan akkor létezik a folytonos €s monoton hasznossagfiiggvényekre
vonatkozo piaci ingyenebéd, ha 1étezik elhalvanyuld kockazat melletti ingyenebéd; ugyan-
akkor belatja, hogy egy tetszdleges lokalisan korlatos szemimartingal-modellben ponto-
san akkor nem létezik a konkav hasznossagfiiggvényekre vonatkozo piaci ingyenebéd, ha
létezik ekvivalens lokalis martingalmérték. Ez utobbi eredményre a tovabbiakban mint a
Frittelli-féle alaptételre fogunk hivatkozni.

Ezen a ponton nyilvan felmeriil az olvasoban, hogy a klasszikus arbitrdzsmentességi
fogalmak preferenciadkkal torténd karakterizaciojat az tenné teljessé, ha a krepsi ingyenebéd
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fogalmat is sikeriilne a Frittelli-féle piaci ingyenebéd fogalmi keretében megadni. Nyugod-
tan allithatjuk, hogy ez nemcsak hogy lehetséges, de az eredmény minden varakozasunkat
feliilmulja. Klein [2005] ugyanis Orlicz-tér modszerekkel azt a meglepd allitast bizonyitja,
hogy a krepsi ingyenebéd fogalma éppen a konkav hasznossagi fiiggvényekre vonatkozo
piaci ingyenebéd fogalmaval egyezik meg.

4. KOVETKEZTETESEK

Vegyiik észre, hogy a nincs ingyenebéd feltevés fent emlitett Klein-féle karakterizacioja
révén kozgazdasagtanilag interpretalhatova valt az az altalunk korabban Kreps—Yan-
tételnek nevezett allitas, amely szerint egy lokalisan korlatos szemimartingal-modellben
a nincs ingyenebéd biztositja az ekvivalens lokalis martingalmérték létezését. Mivel az
L~ tér topologiaja finomabb, mint a nincs ingyenebéd fogalomban szereplé gyenge csillag
topoldgia, ezért a nincs elhalvanyuld kockazat melletti ingyenebéd feltétel joval enyhébb,
mint a nincs ingyenebéd feltétel. Ennélfogva — az emlitett konnyebb interpretalhatosag mel-
lett — a Delbaen—Schachermayer-féle bizonyitasnak az egyik fontos érdeme az, hogy az
ekvivalens lokalis martingalmérték 1étezését egy igen enyhe feltétel mellett biztositja. Az
arbitrazsfogalmak karakterizacidja alapjan ez ugy is megfogalmazhato, hogy a Delbaen—
Schachermayer-tétel esetében az implicit modon feltételezett hasznossagfiiggvény-osztaly
bévebb, mint a Frittelli-tételben feltételezett fliggvényosztaly, ezért a folytonos és monoton
hasznossagfiiggvények szerinti piaci ingyenebédek halmaza sz{ikebb, mint a konkav hasz-
nossagfiiggvények szerinti piaci ingyenebédek halmaza'®, amibél kovetkezik, hogy a nincs
konvex hasznossagfiiggvények szerinti nincs ingyenebéd feltételbdl kovetkezik a nincs
folytonos és monoton hasznossagfiiggvények szerinti nincs ingyenebéd feltétel, ennélfog-
va az eldbbi allitds matematikailag mélyebb. A nincs ingyenebéd fogalmanak Klein-féle
karakterizacidja alapjan megallapithato tovabba, hogy a Frittelli-alaptétel tulajdonképpen a
Kreps—Yan-tételhez hasonld mélységii allitas, és a két allitas ekvivalenciaja Orlicz-tér mod-
szerekkel egyszerlien bizonyithato.

Mivel mind a Delbaen—Schachermayer-tétel, mind a Frittelli-alaptétel az ekvivalens lo-
arbitrazsmentességi fogalom valdjaban ekvivalens. Ezért, ha feltételezziik, hogy valamely
pénziigyi piacon az arrendszer — konkav hasznossagi fiiggvénnyel rendelkez6 befektetdket
feltételezve — konzisztens'’, akkor ez a piac a nem feltétleniil konkav, de folytonos hasznos-
sagfliggvényli befektetok szamara mar nem tartogat 0j arbitrazslehetdségeket. A Delbaen—
Schachermayer-féle elmélet egy érdekes mondanivaldja tehat az, hogy ebben az esetben
a piac konzisztencidjanak vizsgalatakor a befektetok hasznossagfiiggvényére vonatkozo,
konkavitasi megkotés nem jelent megszoritast.

Vegyiik észre a parhuzamot a mikrodkonomia dualitasi elméletének egy ismert kvet-
kezményével! A termeléselmélet dualitaselve szerint a koltséggorbébdl a technologia min-
den kozgazdasagtanilag fontos tulajdonsaga kiolvashato, ugyanakkor a koltségfiiggvényhez

16 Vegyiik figyelembe, hogy a konkav fiiggvények folytonosak is az értelmezési tartomanyuk belsejében.
17 Vagyis nem létezik piaci ingyenebéd a Frittelli-féle értelemben.
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mindig talalhatd egy konvex inputkdovetelmény-halmaz, amibdl az szarmaztathato. Ezek
szerint a technoldgia konvexitdsa nem tulsagosan megszorito feltételezés. Az imént kapott,
igen érdekes kozgazdasagi tartalmu allitdsnak a bizonyitdsa azonban — mivel alapvetden a
Delbaen—Schachermayer-tételen alapul — ugy tlinik, a sztochasztikus folyamatok altalanos
elméletének felhasznalasa nélkiil nem lehetséges.
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