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ARMAI ZSOLT

Veszteségmegoszlások meghatározása
Fourier-transzformációval

A pénzintézeteknek kockázati típusonként (hitelezési, operációs és piaci) kellene
meghatározni veszteségmegoszlásaikat. Ez két okból is fontos: a valódi teljesítmény
mérésszükséglete és a bankok iránt támasztott tõkekövetelményeknek való megfelelés
miatt. A veszteségeloszlások elõállítása a valószínûségi eloszlások és karakterisztikus
függvényük között meglévõ, kölcsönösen egyértelmû kapcsolatra épül. A kapcsolat
kihasználása Fourier-transzformációs módszerrel történik, amellyel a veszteségelosz-
lások elõállítása gyors és numerikusan stabil. Az eljárás rugalmasságát a bemutatott
numerikus példák szemléltetik.1

1. A VESZTESÉGMEGOSZLÁSOK MEGHATÁROZÁSÁNAK JELENTÕSÉGE2

A pénzintézetek teljesítményének tényszerû megítélése és mérése a hagyományos tel-
jesítménymérési mutatóktól (például: sajáttõkearányos megtérülés, költség/bevétel
hányados stb.) távol áll. A tényleges teljesítmények meghatározásában a kockázattal
korrigált tõkén elért hozamnak (Return on Risk adjusted Capital – RORAC) kell
központi szerepet játszania. Nem véletlen, hogy a Moody’s legújabb banki minõsítési
rendszerében (banki scorecardjában) a RORAC kiterjedt, a napi gyakorlatban való
használata jelentõs súllyal szerepel a minõsítési szempontok között. Ismerete nélkül a
pénzintézetek menedzsmentje nem tudhatja megítélni, mely tevékenységek, üzletágak,
ügyletek és ügyfelek stb. milyen mértékben járulnak hozzá a pénzintézet teljesít-
ményéhez. A kockázattal korrigált tõkén elért hozam általánosan a következõ módon
határozható meg:

A kifejezésbõl látható, hogy a pénzintézetek három legfontosabb „alulról felfelé”,
illetve „felülrõl lefelé” ható eszköze a transzferárazás (hozamok), a tõkeelosztás (gaz-
dasági tõke) és a költségelosztás (költségkalkuláció), amelyet az 1. ábra szemléltet a
„banki piramis” alapján.

1 A téma természeténél fogva a cikk elsõsorban a matematikai formalizmusokban jártasabb olvasók számára
nyújt betekintést.

2 A veszteségmegoszlás a veszteségeloszlás sûrûségfüggvénye.

RORAC=
(1–adózási ráta)[Bruttó bevételek–Költségek]

Gazdasági tõke
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A „felülrõl lefelé” ható eszközöknek biztosítaniuk kell a bank globális célkitûzéseinek
leosztását ex-ante szemléletben az egységek, üzletágak szintjére, míg az „alulról felfelé”
eszközök funkciója az egyes egységek, ügyletek, ügyfelek, tényleges teljesítményének
meghatározása ex-post szemléletben. Ennek megvalósításához szükség van a tényleges
jövedelmek elosztására, amely a transzferárazás feladata; a költségek elosztására, amely
a költségkalkuláció feladata; végül, de nem utolsó sorban a tõke, pontosabban a gazdasá-
gi tõke elosztására portfólió- vagy akár ügyletszinten is, amely a tõkeallokáció feladata.
Csupán e három „láb” vagy eszközegyüttes megvalósításával lehetséges ésszerû teljesít-
ményelvárásokat kitûzni, és a ténylegesen bekövetkezõ teljesítményeket mérni.

A menedzsmentnek fontos feladata, ha valóban tényszerû teljesítményeket akar
megítélni ex-ante és ex-post, hogy e három allokációs mechanizmusnak a napi gyakor-
latban való használatát megteremtse a pénzintézetekben. A 2. ábrán összefoglaljuk e
három fogalmat, a középpontba a kockázattal korrigált tõkén elért hozamot helyezzük.

2. ábra
Kockázattal korrigált tõkén elért hozam

1. ábra
Banki piramis
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A teljesítmények meghatározása a gazdasági tõke, a jövedelmek és a költségek
ismerete nélkül csak ábránd marad a pénzintézetekben. Megjegyezzük: bár a költ-
ségelosztás a legrégebbi igény, amely minden vállalkozást érint, napjainkig is az egyik leg-
nehezebb probléma. A transzferárazáshoz képest a gazdasági tõke meghatározása
matematikailag összetettebb feladat. A gazdasági tõke fogalmi és gyakorlati bevezetése
révén válnak el a pénzintézeti pénzügyek a vállalati pénzügyektõl, meghatározásához
szükségünk van a veszteségmegoszlások ismeretére a klasszikus kategóriák szerint: piaci,
hitelezési és operációs kockázatok. A gazdasági tõke általánosan elfogadott definíciója a
veszteségmegoszlás valamilyen kvantilise (Value at Risk – VaR, azaz kockáztatott érték)
és a veszteség várható értéke közötti különbség (amennyiben a veszteség várható értéke
árazva van, és/vagy megtörtént a céltartalékképzés). Sajnos, a VaR „automatikus”
használata a Bázel II. miatt elterjedt szakmai körökben, annak ellenére, hogy igazol-
hatóan nem kockázati mérték. A szerzõ szándékosan elhagyta a „koherens” jelzõt, mert
véleménye szerint amelyik kockázati „jellemzõ” nem koherens, az nem kockázati mérték,
tehát felesleges a koherens jelzõ. A szerzõ az úgynevezett spektrálmértéket javasolná
kockázati mértéknek, amelynek meghatározásánál a veszteségeloszlás és a pénzintézetek
kockázatelutasítási függvénye van kombinálva. Ezzel a Bázel II. 2. pillérben (felügyeleti
áttekintés) oly sokat említett „kockázati étvágy” számszerûen és konzisztensen épülhetne
be például a szabályozásba is. Mivel jelen írásnak nem célja ennek ismertetése, a szerzõ
a következõ irodalmat ajánlja az érdeklõdõ olvasóknak: Szegö (szerk.) [2004]. A szerzõ a
továbbiakban a bázeli elõírásokat követi, megjegyezve azt, hogy a veszteségeloszlás
ismeretében a pénzintézetek bármely kockázati mértéket meghatározhatnak.

A veszteségmegoszlások meghatározására a bankokat egy külsõ kényszer is rászorít-
ja. A Bázel II-es tõkekövetelmények meghatározásánál a 2. pillér elõírása szerint VaR-
értékeket, illetve gazdasági tõkeszámításokat, stresszteszteket, különbözõ forgató-
könyvek szerinti gazdaságitõke-változást tucatszámra kell meghatározniuk. Azok a
bankok, amelyek az 1. pillérben (minimális tõkekövetelmények) az operációs kockáza-
toknál a fejlett módszert választják, szintén jelentõs mennyiségû VaR-t – ha tetszik,
tõkekövetelményt – kell kiszámítaniuk és validálniuk.

2. A VESZTESÉGMEGOSZLÁS MEGHATÁROZÁSÁNAK GYAKORLATI SZEMPONTJAI

A veszteségmegoszlások meghatározásának módszerei közötti választásnak vannak
pragmatikus követelményei, amelyek fontosságát nem lehet eléggé hangsúlyozni. A vá-
lasztandó módszer legyen gyors, numerikusan stabil, univerzális, nagy számosságú port-
fóliókra alkalmazható, kombinatív, számítástechnikailag elérhetõ, könnyen validálható,
és a teljes veszteségeloszlást határozza meg.

A gyorsaság alatt azt értjük, hogy a számítási idõ ne növekedjen jelentõsen a port-
fólió méretével, illetve azt, hogy perceken belül szolgáltassa a veszteségmegoszlást.

A numerikus stabilitás azt jelenti, hogy a kerekítési hibák ne halmozódjanak fel
olyan mértékben, hogy a kapott eredmények megbízhatatlanok legyenek.

Univerzalitás alatt azt értjük, hogy a módszer eloszlásfüggetlen legyen, ne kelljen
újabb számítási módszert kifejleszteni csak azért, mert az eloszlás típusa megváltozik.
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Az eljárás nagy számosságú portfólióra is rövid idõn belül szolgáltassa az ered-
ményt. Gondoljunk csak egy olyan kereskedelmi bankra, amelynek hitelportfóliója pár
százezer forintos hitelektõl (hitelkártya) többmilliárdos hitelekig terjed!

A kombinatív képesség azt jelenti, hogy a részeredmények vagy végeredmények
azonnal felhasználhatóak legyenek, akkor is, ha a rendszerben egyes értékek változnak
(például forgatókönyv-elemzés vagy jelentõs, de kis valószínûségû veszteségek figye-
lembevétele stb.)

Az algoritmus lehetõleg a szokásosan használt szoftverekben elérhetõ legyen.
Validáció alatt azt érjük, hogy bizonyos idõperiódusokban újabb számításokat

végzünk a veszteségmegoszlásra és gazdasági tõkére, és összevetjük a tõkekövetelmény-
nyel. (Például vállalati hitelek esetében a havi minõsítések után havi gazdasági tõke
számítása.)

Ne csak a VaR egy becslését szolgáltassa a módszer, de a teljes veszteségmegoszlás
álljon rendelkezésre.

A szerzõ a veszteségmegoszlások meghatározására részletesen bemutatja a Fourier-
transzformációs módszert, amely a veszteségeloszlások mint valószínûségi eloszlások és
az úgynevezett karakterisztikus függvényük közötti kölcsönösen egyértelmû leképezés-
re épül.

A módszert biztosító társaságok is széles körben használhatják biztosítási díjaik,
illetve tartalékolási szükségleteik meghatározására.

3. FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ, KARAKTERISZTIKUS FÜGGVÉNY,
VALÓSZÍNÛSÉGGENERÁLÓ FÜGGVÉNY ÉS GYORS FOURIER-TRANSZFORMÁCIÓ

3.1. A Fourier-transzformáció és a karakterisztikus függvény

Amikor 1822-ben megjelent Jean Baptiste Joseph Fourier (1768–1830) „A hõ analitikus
elmélete” címû munkája, nem tudhatta, hogy felírta az „opcióárazás differenciálegyen-
letét” (Simonyi [1998]). A hõvezetés differenciálegyenletének megoldása során beve-
zette a Fourier-sorokat és a Fourier-transzformációt. Arra pedig végképp nem gondol-
hatott, hogy e transzformáció segítségével pénzintézetek fogják meghatározni veszte-
ségeloszlásaikat a 21. században. A Fourier-transzformáció lényegében azt jelenti, hogy
bizonyos függvényosztályba tartozó függvényeket elõállíthatunk koszinusz- és szinusz-
függvények összegeként. A gyakorlati alkalmazáshoz még kellett a számítástudomány-
ban is egy elõrelépés. Az úgynevezett Fourier-együtthatók kiszámítása klasszikus mó-
don igen tetemes számításokkal jár, és még a mai számítástechnikai lehetõségek isme-
retében is nagy méretû feladatok megoldása igencsak gyötrelmes, vagy gyakorlatilag
keresztülvihetetlen. Ez az elõrelépés 1965-ben történt meg (Cooley és Tukey [1965]),
amikor is a transzformáció speciális szerkezetének kihasználásával jelentõsen sikerült
az algoritmust gyorsítani, és numerikusan stabillá tenni. Ezt a számítási eljárást ma
gyors Fourier-transzformációnak nevezzük.

E tudománytörténeti bevezetõ után nézzük a Fourier-transzformáció, valamint a
valószínûségi eloszlások és karakterisztikus függvényeik közötti kapcsolatot, majd a
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valószínûséggeneráló függvény és a karakterisztikus függvények közötti kapcsolatot!
Bizonyításokat nem közlünk, mivel azok megtalálhatóak a standard valószínûségszámí-
tási tankönyvekben: Rényi [1968]) vagy újabban Medvegyev [2002].

Legyen X valós valószínûségi változó. Akkor X karakterisztikus függvényén a követ-
kezõt értjük: ϕX(t)=E[eitX], ahol E a várható érték operátora és i a komplex képzetes
egység.

Látható, hogy a ϕX(t) karakterisztikus függvény minden valós t-re létezik, általában
komplex függvény. A karakterisztikus függvények és a Fourier-transzformáció között
közeli kapcsolat van, amely lehetõvé teszi gyakorlati használatát.

Legyen f egy abszolút integrálható valós függvény! Ekkor létezik Fourier-transzfor-
máltja, amelynek definíciója

Ebbõl következik, hogy ha X valószínûségi változónak f a sûrûségfüggvénye, akkor
f-nek a Fourier-transzformáltja a karakterisztikus függvénye:

Ha f abszolút integrálható, akkor , azaz Fourier-transzformáltja is abszolút in-
tegrálható, és

amelyet inverz Fourier-transzformációnak nevezünk.
Az utóbbi kifejezés nemcsak azt mondja, hogy a karakterisztikus függvény, azaz a

veszteségmegoszlás karakterisztikus függvényének ismeretében kiszámítható a veszte-
ségmegoszlás, hanem azt is, hogy hogyan lehet meghatározni.

Mielõtt ismertetnénk a karakterisztikus függvény fõbb tulajdonságait, intuitív elkép-
zelést szeretnénk megmutatni a veszteségmegoszlás és a Fourier-transzformáció
között. Ha felírjuk az Euler-relációt eix=cos(x)+isin(x), akkor látható, hogy a veszteség-
eloszlást elõállítottuk különbözõ amplitúdójú koszinusz- és szinuszfüggvények („hullá-
mok”) összegeként, amikor is a hullámok frekvenciája és amplitúdója folytonosan vál-
tozik. Ha az integrált közelítjük egyes pontokban, akkor a periodikusnak képzelt vesz-
teségmegoszlást felírtuk véges sok különbözõ amplitúdójú és frekvenciájú koszinusz- és
szinuszfüggvények segítségével, ahol a frekvenciák és az amplitúdók már diszkrét érté-
keket vesznek fel. Ezt nevezik Fourier-sornak. A funkcionálanalízis geometriai szem-
léletének segítségével, és tudva azt, hogy a megfelelõ hullámok önmagukkal vett
szorzatának integrálja a periódusra 1-et, míg különbözõ frekvenciájú hullámok szorza-
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tának integrálja nullát ad ki, mondhatjuk azt, hogy a veszteségmegoszlást felírtuk egy
ortonormált bázisban, ahol a bázist („egységvektorok”) is függvények – koszinusz- és
szinuszfüggvények – adják. A 3. ábra jobban megvilágítja, mirõl is van szó. A veszteség-
megoszlás periódusának egy maximálisan felvehetõ veszteséget tekinthetünk.

3. ábra
A karakterisztikus függvény

A z jelenti a komplex számsíkot, Re a reális részt, Im az imaginárius tengelyt. A
komplex számsíkon ábrázoltuk a karakterisztikus függvény parametrikus grafikonját,
ahol t a paraméter. A pont-szaggatott vonal az egységsugarú kör. Ha egy tetszõleges t
pontba húzunk egy komplex vektort ( amely a karakterisztikus függvény t-beli abszolút
értéke ) az a szöget zár be a valós tengellyel. Ezt a vektort wt körfrekvenciával forgatva
egy |ϕ(t)| amplitúdójú és ωt szögsebességû harmonikus hullámot ír le. Ha sok külön-
bözõ pontban ezt végrehajtjuk, és a hullámokat összegezzük, akkor elõáll a veszteség-
megoszlás egy közelítése. Nyilván a közelítés annál pontosabb, minél sûrûbben tesszük
ezt meg. A veszteség sûrûségfüggvényének Fourier-komponensekre való felbontását
illusztrálja a 4. ábra.

4. ábra
Veszteségmegoszlás felbontása Fourier-komponensekre
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A 3. ábrából a karakterisztikus függvény három fontos tulajdonsága is leolvasható.
Abszolút értéke maximum 1. A t=0 esetében értéke 1, míg ha t tart a végtelenhez,
akkor a karakterisztikus függvény nullához tart. Ez azt is jelenti, hogy a karakterisztikus
függvény segítségével a sûrûségfüggvények végtelenhez közeli tulajdonságai a végesben
tanulmányozhatókká válnak, fõleg az analízis eszközeivel.

Foglaljuk össze a karakterisztikus függvény fõbb tulajdonságait! (C operátor jelent-
se a konjugált képzést, azaz C(x+iy)=x-iy.)

Legyen két X és Y valós független valószínûségi változó ϕX(t) és ϕY(t) karakterisz-
tikus függvényekkel és a egy tetszõleges valós szám! Ekkor érvényesek a következõ
összefüggések:

1. |ϕX(t)|=1
2. ϕX(-t)=CϕX(t)
3. ϕX+Y(t)=ϕX(t)öY(t)
4. ϕX+a(t)=eitaϕX(t)
5. ϕaX(t)=ϕX(at).

Szavakkal kifejezve, az elsõ összefüggés azt mondja ki, hogy a karakterisztikus függ-
vény abszolút értéke nem lehet egynél nagyobb. A második tulajdonság: a karakte-
risztikus függvény negatív t-re megegyezik konjugáltjával, ebbõl következik az, hogy ha
a valószínûségi változó megoszlása szimmetrikus az origóra, akkor a karakterisztikus
függvény valós és páros függvénye t-nek. A harmadik tulajdonság: két független való-
színûségi változó összegének karakterisztikus függvénye a két véletlen változó karakte-
risztikus függvényének szorzata. A negyedik tulajdonság: egy valószínûségi változóhoz
hozzáadunk egy valós konstanst, akkor ennek a valószínûségi változónak a karakte-
risztikus függvényét megkapjuk, ha az eredeti változó karakterisztikus függvényét meg-
szorozzuk eita-val. Végül az ötödik tulajdonság: egy valószínûségi változó a-szorosának
karakterisztikus függvényét megkapjuk, ha az eredeti véletlen változó karakterisztikus
függvényében a független változót a-szorosára növeljük.

3.2. A valószínûséggeneráló függvény

A veszteségmegoszlás karakterisztikus függvényének elõállításához szükségünk lesz a
valószínûséggeneráló függvényekre. Ezt a kapcsolatot mutatjuk be.

Legyen X egy nemnegatív diszkrét valószínûségi változó, tehát X a természetes szá-
mok halmazán veszi fel értékeit. Ekkor X valószínûséggeneráló függvénye alatt a kö-
vetkezõt értjük:

PX(z)=E[zX].

Ez a függvény minden |z|<1-re létezik. 
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PX(z) ismeretében a megfelelõ karakterisztikus függvény könnyen meghatározható
a következõ összefüggés alapján:

ϕX(t)=PX(eit). (1)

Ez tehát azt jelenti (például az operációs kockázatoknál), hogy amennyiben ismer-
jük a veszteségesemények eloszlásának valószínûséggeneráló függvényét, akkor a
veszteségmegoszlás karakterisztikus függvényét megkapjuk, ha a valószínûséggeneráló
függvénybe behetesítjük a súlyosság sûrûségfüggvényének karakterisztikus függvényét.

3.3. A gyors Fourier- és a gyors inverz Fourier-transzformáció

A gyors Fourier-, illetve inverz Fourier-transzformáció feltételezi, hogy a transzformá-
landó sûrûségfüggvény diszkrét. Ezért valamilyen módszerrel diszkretizálnunk kell a
transzformálandó függvényt. A diszkretizálás hatását a pontosságra – különbözõ disz-
kretizálási módszerek felhasználásával – a késõbbiekben bemutatjuk.

Feltesszük, hogy a veszteségmegoszlás nullává válik lossmax veszteségen túl. Legyen
n a mintapontok száma, ahány részre felosztjuk a [0, lossmax] intervallumot. Ekkor
Δloss=lossmax/(n-1) egyenlõ közû felosztást kapunk, ez Δt=2π/(nΔloss) intervallumot
jelent a t tartományban, feltéve, hogy a veszteségeloszlás lossmax szerint periodikus füg-
gvény (Singpurwalla [2006])! Jelöljük tk-val a kΔt értékeket, ha k kisebb, mint n/2, külön-
ben pedig legyen egyenlõ (k-n/2)Δt-vel, (k=0,1,…n-1), és fk-val a veszteségeloszlás
sûrûségfüggvényét az f(kΔloss) helyeken. A Fourier-integrált közelítsük a következõ
véges összegekkel:

Így a karakterisztikus függvény a k-adik helyen

A veszteség sûrûségfüggvénye a j-edik helyen pedig egyenlõ

Elvileg így is kiszámíthatnánk a Fourier-transzformáltakat, de ez hosszadalmas
számításokat igényelne. A közelítõ összegek speciális tulajdonságait kihasználva, a
gyors Fourier-, illetve inverz Fourier-transzformáció ezt lényegesen meggyorsítja. A
gyors Fourier-transzformáció használatának van egy feltétele: mégpedig az, hogy a fel-
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osztást kettõ hatványai szerint kell elvégeznünk, azaz n=2m, ahol m≥3 természetes
szám. Ez semmilyen korlátot nem jelent. Hitelezési és piaci kockázatoknál m≥10
választás megfelelõ lehet, így a tartományt 1024 egyenlõ veszteségközre osztottuk fel.
Amennyiben adott adatpontunk van, és az nem kettõnek hatványa, akkor kiegészítjük
az adatsorunkat annyi 0-val, hogy kettõ hatványát kapjuk az adatsor számosságára.

A gyors Fourier-transzformáció algoritmusának leírása megtalálható Bronstejn–
Szemengyajev–Musiol–Mühlig [2000] vagy Aho–Hoproft–Ulman [1982] mûveiben. Is-
mertetésétõl azért tekintünk el, mert a gyors Fourier-transzformáció elérhetõ a szoká-
sosan használt statisztikai programcsomagok idõsorelemzési moduljaiban, így az alkal-
mazóknak nem is szükséges ismernie.

A mintapontok számának elvileg olyan kell lennie, hogy a diszkrét („mintavétele-
zett”) folytonos veszteségmegoszlást elõ lehessen állítani minden pontjában diszkré-
tizáltjából. A mintavételezés számát az információelméletbõl származó Shannon-féle
mintavételezési tétel alapján kellene megválasztanunk (Csáki [1970]). Miután gyakor-
latilag nem szükséges a veszteségeloszlást minden pontban ismernünk, ezért elõfordul-
hat, hogy bár a veszteségmegoszlás sima, de az inverz Fourier-transzformáció – a
Shannon-tétel következtében – fûrészfogmintát mutat, és az is elõfordulhat, hogy kis
negatív értékei lehetnek.

A fûrészfogminta megszüntetésére a következõ simító eljárás használható (Reiß
[2003]). Legyen k=1, 2,…,n–1, és interpoláljunk két érték között! Az új érték legyen tehát

f*(kΔloss)=0.5[f(kΔloss)+f((k–1)Δloss)]. (2)

Az f* az f simított értéke a mintapontokban a (k –0.5)Δloss helyeken.
Amennyiben szingularitás is fellép, azaz fk egyes értékeinél fk negatív, akkor alkal-

mazzuk a szingularitást megszüntetõ algoritmust (Reiß [2003]):

k=1, 2,…,n–2 és a=max[f((k-1)Δloss),0]+max[f((k+1)Δloss),0], (3)

A gyakorlatban elsõ lépésként alkalmazzuk (2)-t, majd (3)-t és újból (2)-t. A minta-
pontok ezzel Δloss nagyságú eltolódást szenvednek.

Eredményül megkapjuk a veszteségmegoszlás egy simított táblázatba foglalt sûrû-
ségfüggvényét.

A fûrészfogminta és a szinguláris értékek akkor is elõfordulhatnak, ha a veszteség-
megoszlás Dirac-delta jellegû. Gyakorlatilag ez azt jelenti, hogy az eloszlás egyes pon-
tokban nagyon „csúcsos”, vagy végtelenbe tart. Ez utóbbi probléma jellemzõen az ope-
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rációs kockázatoknál fordulhat elõ, ahogy azt sematikusan szemlélteti az 5. ábra.3 Az
operációs kockázatok esetében tipikusan a súlyossági eloszlás a nulla környezetében
koncentrálódik, nagyon csúcsos, és az eloszlás jobb széle hosszan elnyúló. Ekkor nem
tudunk elegendõ mintapontot választani, még akkor sem, ha m=20,220=1 048 576 érté-
ket választunk!

5. ábra
A veszteségeloszlások jellege kockázati típusonként

Ekkor segítségünkre lehet az úgynevezett eltolási tétel (Simonyi–Zombory [2000],
Fodor [1966]). Mivel a Fourier-transzformáció lineáris és homogén, ezért hasonló
trükköt használhatunk, mint a rétegezett mintavétel esetében szokás. Felosztjuk a
súlyossági megoszlásunkat alkalmasan választott szakaszokra, mondjuk például kettõre
s értéknél. A kettéosztott rész összegének tekintjük, azaz legyen f(x)=f1(x)+f2(x), ahol
az f1(x)=f(x), ha x≤s, különben 0; és f2(x)=0, ha x<s, különben f(x) – ahogy a 6. ábrán
láthatjuk. 

6. ábra
Eltolási tétel alkalmazásához

3 Egyes speciális esetekben a mûködési hiba nyereséget is okozhat. Ezeket a kivételes eseteket az ábrán a
mûködési kockázati veszteségeloszlás sematikus képe nem tükrözi.
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Felírhatjuk a következõket:

Ff(x)=F[f1(x)+f2(x)]=Ff1(x)+Ff2(x)=Ff1(x)+e-istFf2(x+s).

Az eltolási tétel jól alkalmazható azokra az esetekre, amikor jellemzõ, hogy az el-
oszlás 0 pont körül koncentrálódik, és az eloszlásszél hosszan elnyúló; így az operációs
kockázatok esetében is. Az egyes felosztott szakaszokban, ha szükséges, ugyancsak
alkalmasan választott különbözõ felosztásokat alkalmazunk, majd Fourier-transzfor-
máljuk az egyes szakaszokba esõ függvényeket. A nullába tolt részeknél a Fourier-
transzformáltakat megszorozzuk e-ist-vel, ahol s mindegyik szakasznál különbözõ. Az így
kapott Fourier-transzformáltakat behelyettesítjük a veszteséggyakorisági valószínûség-
generáló függvénybe, amivel megkapjuk a rész-veszteségmegoszlások karakterisztikus
függvényét. Külön-külön inverz transzformáljuk. Az egyes rész-veszteségmegoszlásokat
a rájuk érvényes felosztás szerint folytonossá tesszük, majd összegezzük. Ezzel megkap-
juk a teljes veszteségeloszlást.

3.4. Inverz Fourier-transzformáció a veszteségmegoszlás karakterisztikus
függvényének ismeretében

Végül a veszteség megoszlásának meghatározására bemutatunk egy olyan Fourier-
inverz-technikát, amely nem kötõdik speciális algoritmushoz – mint a gyors Fourier-
transzformáció –, és elvileg a veszteségeloszlást pontosan szolgáltatja a veszteségmeg-
oszlás karakterisztikus függvényének ismeretében. A megközelítés a következõ össze-
függésen alapul (Reiß [2003]):

Ha F(x) és G(x) két valószínûségi eloszlás, amelyeknek az átlagai ugyanazok, és
létezik abszolút momentumuk harmadrendig bezárólag, és Fourier-transzformálhatók,
akkor teljesül a következõ összefüggés: 

ahol ϕf(t), illetve ϕg(t) az F(x), illetve G(x) eloszlás sûrûségfüggvényének karakte-

risztikus függvényei, és pedig az integrálfüggvényük.
Ahhoz, hogy felhasználhassuk a (4) összefüggést, a veszteségmegoszlás karakte-

risztikus függvényén túl ismernünk kell a veszteség várható értékét és varianciáját is,
amelyeknek a meghatározása nem jelent gondot. Legyen F(loss) a veszteségeloszlás,
várható értéke E[loss] és varianciája var[loss]! Amennyiben G(x) egy olyan ismert el-
oszlásfüggvény, amelynek a várható értéke és varianciája megegyezik a veszteségmeg-
oszlás várható értékével, illetve varianciájával, és ismert a karakterisztikus függvénye,
akkor a (4) egyenletben az integrál létezik minden t-re korlátos és a t→0 esetében is.

Célszerû választás lehet a gamma-eloszlás azért, mert ennek ismerjük a karakte-
risztikus függvényét analitikusan, egyébként bármely abszolút integrálható folytonos
eloszlásfüggvényt is választhatnánk! A Γαβ gamma-eloszlás kétparaméteres eloszlás,
ahol az eloszlás α és β paraméterét azon feltételekkel határozzuk meg, hogy várható
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értéke és varianaciája egyezzen meg a veszteségeloszlás várható értékével és varian-
ciájával. A gamma-eloszlás karakterisztikus függvénye ϕg(t)=(1–iβt)−α. Paraméterei a
veszteségeloszlás várható értékének és varianciájának felhasználásával:

és

Ekkor a veszteségeloszlás meghatározására a következõ összefüggést kapjuk:

ahol a nem teljes gamma függvény és Γ(α,0)=Γ(α).

A paraméterek ilyen megválasztása mellett az integrandus t→0 esetében nullává
válik, és t2 gyorsasággal tart nullává, ha t→±∝-hez. Ezt az integrált kiértékelhetjük
valamilyen numerikus integrációs módszerrel, így elegendõ kevesebb felosztás alkal-
mazása, ezáltal a kiszámítási idõk csökkenni fognak. Mivel F(loss)folytonos, kiér-
tékelése numerikusan stabil, még akkor is, ha a veszteségmegoszlás Dirac-delta jellegû!

4. A VESZTESÉGMEGOSZLÁS MEGHATÁROZÁSÁNAK GYAKORLATI LÉPÉSEI

A 7. ábrán összefoglaltuk a fõbb gyakorlati lépéseket, amelyet használnunk kell a legál-
talánosabb esetben. Az ábrán az operációs kockázati terminológiát szerepeltetjük, de
ugyanúgy használhatnánk a biztosító társaságoknál alkalmazott terminológiát, a kár-
számot és kárnagyságot is. Hitelezési kockázatok esetében, ha ismerjük az adósok
kockázati paramétereit (PD, LGD, EAD), akkor egybõl felírhatjuk a veszteség sûrûség-
függvényének karakterisztikus függvényét. Így ebben az esetben mindjárt a 4. lépéstõl
indulhatunk (lásd részletesen az 5. pontot).
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(EC=Gazdasági tõke, EL=várható veszteség, VaR=kockáztatott érték)

7. ábra
A veszteségmegoszlás meghatározásának fõbb lépései 

Fourier-, illetve inverz Fourier-transzformációval
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A 7. ábra lépései azzal a feltevéssel érvényesek, hogy a veszteségesemény gyakorisá-
ga és súlyossága független valószínûségi változók. Az eljárás általánosítható arra az
esetre is, amikor ez nem áll fenn, de most ezzel nem foglalkozunk.

Rögtön felmerül egy gyakorlati kérdés: miért is kell átmennünk egy komplex tar-
tományba, mi ennek az értelme? A válasz az, hogy csupán azért, mert a komplex tar-
tományban bizonyos mûveleteket könnyebb megtenni, mint a valósban. Ha ez nem
állna fenn, akkor nem kellene transzformálgatnunk.

Az eljárás feltételezi a veszteségesemények valószínûséggeneráló függvényének
ismeretét. Gyakorlatilag nem kell ezeket nekünk levezetnünk, hanem a megfelelõ szak-
irodalom táblázataiból egyszerûen kiolvassuk. A gyakorisági valószínûséggeneráló
függvények diszkrét eloszlások széles osztályára megtalálhatók például Panjer [2006]
mûvében. Ugyancsak itt megtalálhatóak a folytonos eloszlások osztályaira az eloszlá-
sokat jellemzõ értékek, például momentumaik, szórás- és egyéb jellemzõik, amelyek-
nek ismerete hasznos lehet például a folytonos eloszlások diszkretizálásában.

Operációs kockázatoknál felmerül az a gyakorlati kérdés, hogy mekkora legyen a
felosztásnál használt maximális veszteség, azaz a lossmax. Erre a következõ pragmatikus
választ adhatjuk. Közelítsük a veszteségmegoszlást lognormál eloszlással, és valamelyik
célszerûen választott felsõ percentilis alapján számítsuk ki a lossmax-t ! Legyen μGY és
varGY a gyakorisági eloszlásunk várható értéke és varianciája, míg a súlyossági eloszlásé
μS, illetve varS ! A veszteségmegoszlás várható értéke és varianciája pedig μLoss, varLoss.
A veszteségmegoszlás várható értékét és varianciáját kiszámíthatjuk a következõ össze-
függésekkel (Panjer [2006]):

μLoss= μGY μS  ,
varLoss= μGY varS+ μS

2varGY.

Ezután kiszámítjuk a veszteségeloszlást közelítõ lognormál eloszlás két para-
méterét, μ -t és σ-t:

Majd megoldjuk a egyenletet (Φ a standard

normál eloszlás). Percentilisnek válasszuk a 99,999% értéket! Megjegyezzük, hogy a
veszteségeloszlás lognormális eloszlással való közelítésének nincsen elméleti alapja, a
gyakorlatban azonban jól használható.
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Mivel a gyors Fourier-transzformáció egy diszkrét transzformáció, ezért a folytonos

súlyossági sûrûségfüggvényünket diszkrét értékekkel kell közelítenünk a mintapontok-
ban. A diszkretizálási módszerek abban különböznek egymástól, hogy vagy csak a
sûrûségfüggvény lokális jellegét õrzik meg, vagy valamilyen globális jellemzõjét is.
Tapasztalatok szerint, ha olyan diszkretizálást választunk, amely szerint a diszkrétté tett
megoszlás elsõ két momentuma megegyezik a folytonos eloszlás elsõ két momentumá-
val, akkor ugyanolyan számú felosztással lényegesen jobb közelítést kapunk a diszkrét
veszteségmegoszlás értékeire. Három diszkretizálási módszert mutatunk be: az úgy-
nevezett kerekítõ, az elsõ momentumot megõrzõ és az elsõ két momentumot megõrzõ
módszert (Panjer [2006]).

A kerekítõ módszer jellemzõje, hogy a diszkrétté tett eloszlás összege 1-et ad ki, és
minden értéke nemnegatív. Az elsõ momentumot megõrzõ módszer szerint is a diszkrét
megoszlás összege 1, nemnegatív, és a diszkrét megoszlás várható értéke megegyezik a
folytonos eloszlás várható értékével. Az elsõ két momentumot megõrzõ módszer
esetében a diszkrét megoszlás összege 1, várható értéke és második momentuma meg-
egyezik a folytonos megoszláséval, viszont általában nem biztosítható az, hogy értékei
között ne legyenek negatívok. A továbbiakban: FX az X véletlen változó folytonos elosz-
lásfüggvénye és fX a sûrûségfüggvénye, fdk pedig a diszkrét értéke a k-adik helyen, Δx a
felosztás lépésköze.

Kerekítõ módszer:

fd0=FX(0.5Δx) és
fdk=FX(kΔx+0.5Δx)-FX(kΔx-0.5Δx), k=1, 2,….

A momentumokat megõrzõ módszer a Lagrange-féle interpolációs polinomokon
alapul. A bizonyítás és egyéb részletek megtalálhatók Panjer [2006] mûvében. 

Az elsõ momentum megõrzése esetén a következõket kell kiszámítanunk:

Végül a diszkretizált megoszlás:

Az elsõ két momentum megõrzésénél pedig
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A diszkretizált megoszlás értékei:

ha k>1 és páros, akkor különben (k=2, 3,…). Az
elsõ két momentum megõrzése esetében az integrálási határok [0, 2Δx], [2Δx, 4Δx] stb.

A diszkrét veszteségmegoszlás meghatározása után, amikor is tabellázva kapjuk a
veszteségeloszlás sûrûségfüggvényét, valamilyen módszerrel (például lineáris interpolá-
cióval) meghatározzuk a folytonos veszteségmegoszlást, és ennek ismeretében számít-
hatjuk a VaR-t valamilyen nemlineáris egyenletmegoldóval, vagy számolhatunk koc-
kázati mértékeket is. A további felhasználásra tehát rendelkezésünkre áll a veszteség-
eloszlás folytonos függvénye!

Az elõzõekben elmondottak illusztrálására és a módszer mûködésének bemu-
tatására egy számpéldát ismertetünk operációs kockázati megközelítéssel. Olyan példát
választottunk, ahol a veszteségeloszlást analitikusan is ismerjük, azért, hogy a szám-
szerû eredmények pontosságáról képet kapjunk. Legyen a folytonos súlyossági eloszlá-
sunk exponenciális l=10 paraméterrel! A gyakorisági megoszlásunk legyen geometriai
eloszlású b=10 paraméterrel! Ebben az esetben a veszteségeloszlás (Panjer [2006]):

alakban adható meg.
A gyakorisági megoszlás a 8. ábrán, a súlyossági eloszlás sûrûségfüggvénye a 9.

ábrán látható.
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A veszteség maximumát vegyük fel 380-nak. Ez egyben a folytonos súlyossági elosz-
lás felosztandó intervallumának maximuma. Diszkretizáljuk tehát a folytonos súlyossá-
gi megoszlást a [0, 380] intervallumban mindössze 10 szakaszra! A diszkretizálást az
elõzõekben említett három módszerrel is készítsük el! A diszkrétizált értékek az 1.
táblázatban találhatóak.

8. ábra
Diszkrét veszteséggyakorisági megoszlás (geometriai)

9. ábra
Folytonos súlyossági megoszlás (exponenciális)
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A táblázat alapján megállapítható, hogy az egyes diszkretizált megoszlások valóban
teljesítik azokat a tulajdonságokat, amelyeket ismertettünk (az exponenciális eloszlás
elsõ momentuma λ=10, a második momentum 2λ2=200). Az elsõ két momentum
megõrzésénél nem lehetett biztosítani azt, hogy a diszkrét megoszlás minden eleme
nemnegatív legyen.

Elvégezve a 7. ábrán látható lépéseket minden egyes diszkrétizálási módszer szerint,
majd folytonossá téve a veszteségmegoszlásokat, felrajzolhatjuk azok grafikonjait, ame-
lyeket a 10. ábrán tüntettünk fel.

1. táblázat
Diszkretizálási módszerek összehasonlítása
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Az ábrában szereplõ 99,9%-os VaR-értékekbõl leolvasható, hogy a második mo-
mentumig megõrzõ diszkretizálás már 10 felosztásra közel van az elméletihez! Az egyes
módszerek szerint nyert veszteségeloszlások és az elméleti veszteségeloszlás eloszlás-
függvényeinek egyezõségét vizsgálhatjuk a Kolmogorov–Szmirnov teszttel (Vince–
Varbanova [1993]). A tesztek eredményei a 2. táblázatban találhatók.

Azt tapasztaltuk, hogy a diszkretizálási módszerek tekintetében szignifikáns különb-
ség van az elsõ két momentumot megõrzõ módszer által szolgáltatott és a többi veszte-
ségeloszlások között. Kevés számú, mindössze 10 felosztást alkalmazva, már nem mu-
tatható ki különbség az elméletitõl, gyakorlatilag ugyanaz, míg a másik kettõnél ez nem
teljesül. Ebbõl arra következtethetünk, ha nagyon pontos eredményeket akarunk el-
érni, használjuk a második momentumig megõrzõ módszert.

Végül a Fourier-transzformációs eljárás kombinatív és rugalmas tulajdonságának
illusztrálására bemutatjuk, hogy hogyan lehet (operációs kockázatoknál) a kis valószí-
nûségû, de nagy veszteséget jelentõ események hatását meghatározni, azaz milyen ér-
zékeny erre a VaR vagy a tõkekövetelmény. Ebben az esetben már rendelkezésünkre
áll a veszteségeloszlás karakterisztikus függvénye. Most felírjuk a kis valószínûségû, de

10. ábra

Elméleti és közelítõ veszteségeloszlások

2. táblázat
Kolmogorov-Szmirnov-statisztika diszkretizálási módszerek összehasonlítására.

Veszteségeloszlások
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nagy veszteséget okozó esemény valószínûséggeneráló függvényét. P(z)=pzloss, ahol p az
esemény bekövetkeztének valószínûsége, loss pedig ennek az eseménynek következté-
ben elszenvedhetõ veszteség. Nem kell mást tennünk, mint ebbe a valószínûséggene-
ráló függvénybe behelyettesítjük a már rendelkezésünkre álló veszteségmegoszlás ka-
rakterisztikus függvényét, és a 7. ábrán található 4. lépéstõl végrehajtjuk az eljárást!

5. HITELPORTFÓLIÓK VESZTESÉGELOSZLÁSA ÉS STRESSZTESZT

A módszer rugalmasságának szemléltetése érdekében ebben a pontban nemcsak azt
fogjuk bemutatni, hogy a Fourier-transzformációs módszerrel miként határozható meg
egy hitelportfólió veszteségmegoszlása, hanem azt is, hogy evvel a módszerrel milyen
hatékonyan tudunk stresszteszteket, illetve forgatókönyv-elemzéseket végrehajtani.

Hitelportfóliók esetében a kockázati paraméterek ismeretében (PD, LGD és EAD)
a veszteségmegoszlás ϕLoss (t) karakterisztikus függvénye közvetlenül felírható: Reiß
[2003], CreditRisk+ [1997]. Ezért a 7. ábrán látható lépések közül az elsõ három el-
hagyható. Azonnal a komplex tartományból indulhatunk ki, és csak az inverz Fourier-
transzformációt kell használnunk.

A hitelportfólió karakterisztikus függvényének meghatározását olyan esetben mu-
tatjuk be, amikor az adósok körében a kockázati paraméterek között nem tételezünk
fel semmilyen sztochasztikus kapcsolatot, és a mulasztási eseményeket függetlennek
tekintjük egymástól. Idõhorizontnak egy évet választunk. Legyen 1k a k-adik adós indi-
kátorváltozója a mulasztás tekintetében, azaz

A hitelportfólió várható vesztesége:

,

ahol N az adósok száma a portfólióban.
Tehát egy adós mulasztása binomiális eloszlást követ PD paraméterrel. Írjuk fel a

binomiális eloszlás valószínûséggeneráló függvényét:
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Amennyiben PDk kicsi, úgy

.

A közelítés helyességét a 11. ábra mutatja be. (Itt lényegében a binomiális eloszlás-
nak Poisson-eloszlással való közelítésérõl van szó, amely közelítés kis PD-re gyakorlati-
lag megegyezik a binomiális eloszlás értékeivel (Feller [1978]).

11. ábra
ln(1+PD) közelítése PD-vel

Ezzel a k-dik adós valószínûséggeneráló függvénye

Végül feltevésünk értelmében a hitelportfólió veszteségeloszlásának valószínûség-
generáló függvénye az egyes adósok valószínûséggeneráló függvényeinek szorzata:

Most alkalmazzuk az (1) összefüggést, és megkapjuk a hitelportfólió veszteségelosz-
lásának karakterisztikus függvényét:
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A hitelportfólióban a maximálisan elszenvedhetõ veszteség:

A veszteség felosztását a gyors inverz Fourier-transzformációhoz a [0, lossmax] tar-
tományban kell elvégezni, egyenlõ közû intervallumokban. A felosztások száma n=2m,
ahol a tapasztalatok szerint m=10 körüli választás már kielégítõ pontossághoz vezet. A

veszteségegység . A karakterisztikus függvény egyenlõ közû felosztására

közû intervallumokat használunk, és jΔt helyeken kell kiszámítani

(j=0,1,…,n/2). A gyors inverz Fourier-transzformációt alkalmazva megkapjuk a veszte-
ségmegoszlás tabellázott értékeit a jΔloss helyeken, amelynek ismeretében bármilyen
kockázati mértéket meghatározhatunk, vagy akár a gazdasági tõke nagyságát is.

Numerikus számpéldánkban, amelyet egy banki hitelportfólió alapján készítettünk,
bemutatunk egy stressztesztet is, amely feltételezte azt, hogy a PD-k 10%-kal és az LGD-k
is 10%-kal fognak növekedni valamilyen feltételezett gazdasági sokk hatására. Kiszámítjuk
a gazdasági tõke %-os megváltozását, azzal a feltételezéssel, hogy a sokk hatását nem
tudjuk elõre beépíteni a hitelek árába. A 99,95%-os VaR érzékenységét is bemutatjuk. A
stressz teszt végrehajtásához nem kell mást tennünk, mint a veszteségeloszlás karakter-
isztikus függvényében a PD-ket, illetve az LGD-ket megnövelni 10%-kal. Hasonló egysz-
erûséggel vizsgálhatnánk azt a hatást is, amely egy vagy több szektort érintene. Ehhez a
szektorhoz tartozó adósok PD-jét, illetve LGD-jét kellene megnövelnünk a sokk hatására.
A sort folytathatnánk: csak azt szeretnénk demonstrálni, hogy a Fourier-transzformációs
megközelítéssel gyorsan és numerikusan stabil módon tudunk különbözõ forgatókönyveket
végigszámolni, és megvizsgálni hatásaikat a gazdasági tõkére. A szemléltetés kedvéért a 12.
ábrán bemutatjuk a veszteségek karakterisztikus függvényeinek parametrikus grafikonját.
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12. ábra
Veszteségmegoszlások karakterisztikus függvényei
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A számítások végeredménye, a veszteségmegoszlások és a veszteségeloszlások a 13.
ábrán találhatók.

A veszteségmegoszlás második móduszát a nagyobb hitelek koncentrációja okozza.
A 99,95%-os VaR mintegy 12,6%-kal növekedett, míg a gazdasági tõke 14,2%-kal.

6. BEFEJEZÕ MEGJEGYZÉSEK, KÖVETKEZTETÉSEK

A veszteségeloszlások meghatározása nagy kihívás. A pénzintézetek belsõ szükségletei-
nek kielégítése (teljesítmények mérése), valamint a szabályozói követelményeknek való
megfelelés céljából veszteségeloszlásokat nagy számban kell meghatározniuk. Validálá-
suk miatt pedig képesnek kell lenniük arra, hogy ezt a lehetséges legrövidebb idõközön-
ként megismételjék.

Bemutattunk egy rugalmas, kombinatív, numerikusan stabil, nagy porfóliókra is
alkalmazható és gyors eljáráscsaládot, amely a karakterisztikus függvények és eloszlás-
függvényeik közötti kölcsönösen egyértelmû kapcsolaton alapul, a nemnegatív diszkrét
valószínûségi változók valószínûséggeneráló függvényét, a Fourier-transzformációt
alkalmazva.

13. ábra
A VaR és a gazdasági tõke százalékos változásai (EC=gazdasági tõke)
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A módszereket általánosítani lehet azokra az esetekre, amikor a kockázati paramé-
terek között sztochasztikus kapcsolat van.

Egyéb módszereket nem említettünk, mint például a rekurzív eljárásokon Panjer
[2006], integrálegyenleteken Panjer–Willmot [1992] munkáin alapuló módszereket. A
Fourier-transzformációs módszer konvolúciós tételen alapuló megközelítését sem tár-
gyaltuk (Robertson [1992]). Ezeket az olvasó megtalálhatja a hivatkozott irodalmakban.

A szerzõ reméli, munkájával talán hozzájárul ahhoz, hogy a magyar pénzintézetek
(bankok és biztosítók) hatékonyan és gyorsan határozhassanak meg kockázati
mértékeket a veszteségmegoszlások ismeretében. Ezek használatát saját hasznukra a
napi döntéselõkészítõ és teljesítményeket mérõ gyakorlatukká tehetik. Végül megem-
lítjük, hogy az ismertetett eljárások a közeljövõ lehetséges értékpapírosításai során
Magyarországon is alkalmazhatóak lesznek.
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