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ARMAI ZSOLT

Veszteségmegoszlasok meghatarozasa
Fourier-transzformacioval

A pénzintézeteknek kockazati tipusonként (hitelezési, operacios és piaci) kellene
meghatarozni veszteségmegoszlasaikat. Ez két okbdl is fontos: a valodi teljesitmény
méréssziikséglete és a bankok irant tamasztott t6kekovetelményeknek valo megfelelés
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miatt. A veszteségeloszlasok eldallitasa a valosziniiségi eloszlasok és karakterisztikus
fiiggvényiik kozott meglévd, kolcsonosen egyértelmii kapcsolatra épiil. A kapcsolat
kihasznalasa Fourier-transzformaciés modszerrel torténik, amellyel a veszteségelosz-

lasok eldallitasa gyors és numerikusan stabil. Az eljaras rugalmassagat a bemutatott
numerikus példak szemléltetik.'

1. A VESZTESEGMEGOSZLASOK MEGHATAROZASANAK JELENTOSEGE?

A pénzintézetek teljesitményének tényszerd megitélése és mérése a hagyomanyos tel-
jesitménymérési mutatoktdl (példaul: sajattSkearanyos megtériilés, koltség/bevétel
hanyados stb.) tavol all. A tényleges teljesitmények meghatarozasaban a kockazattal
korrigalt t6kén elért hozamnak (Return on Risk adjusted Capital — RORAC) kell
kozponti szerepet jatszania. Nem véletlen, hogy a Moody’s legtijabb banki mindsitési
rendszerében (banki scorecardjaban) a RORAC kiterjedt, a napi gyakorlatban vald
haszndlata jelentds stllyal szerepel a mindsitési szempontok kozott. Ismerete nélkiil a
pénzintézetek menedzsmentje nem tudhatja megitélni, mely tevékenységek, iizletagak,
igyletek és tigyfelek stb. milyen mértékben jarulnak hozza a pénzintézet teljesit-
ményéhez. A kockazattal korrigalt t6kén elért hozam 4ltaldnosan a kdvetkez6 médon
hatarozhat6 meg:

C= (I-adozasi rdta) [ Brutto bevételek—Koltségek|

RORA Gazdasdgi toke

A kifejezésbdl lathatd, hogy a pénzintézetek harom legfontosabb ,,alulrdl felfelé”,
illetve ,feliilrdl lefelé” hatd eszkoze a transzferdrazds (hozamok), a tbkeelosztds (gaz-
daségi t6ke) és a koltségelosztds (koltségkalkulacid), amelyet az I. dbra szemléltet a
,banki piramis” alapjan.

1 A téma természeténél fogva a cikk elsGsorban a matematikai formalizmusokban jartasabb olvasok szamara
nyujt betekintést.
2 A veszteségmegoszlas a veszteségeloszlas siirtiségfiiggvénye.
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1. dbra
Banki piramis

Teljes banki
kockazat-megtériléesi
célok

Erdekeltségek
Hozamok, kéltségek
és tike elosztasa

A, feliilrdl lefelé” hato eszkdzOknek biztositaniuk kell a bank globalis célkitlizéseinek
leosztisat ex-ante szemléletben az egységek, tlizletdgak szintjére, mig az ,,alulrdl felfelé”
eszkozok funkcidja az egyes egységek, tigyletek, tigyfelek, tényleges teljesitményének
meghatarozasa ex-post szemléletben. Ennek megvaldsitdsdhoz sziikség van a tényleges
jovedelmek elosztasara, amely a transzferarazas feladata; a koltségek elosztasara, amely
a koltségkalkulacio feladata; végiil, de nem utolsd sorban a tSke, pontosabban a gazdasa-
gi t6ke elosztasara portfolio- vagy akar tligyletszinten is, amely a tGkeallokécio feladata.
Csupén e hiarom ,,1ab” vagy eszkozegyiittes megval6sitasaval lehetséges ésszerii teljesit-
ményelvarasokat kitiizni, és a ténylegesen bekovetkezd teljesitményeket mérni.

A menedzsmentnek fontos feladata, ha valdban tényszerd teljesitményeket akar
megitélni ex-ante és ex-post, hogy e hdrom allokéciés mechanizmusnak a napi gyakor-
latban val6 haszndlatat megteremtse a pénzintézetekben. A 2. dbrdn Osszefoglaljuk e
harom fogalmat, a kdzéppontba a kockdzattal korrigalt t6kén elért hozamot helyezziik.

2. dbra
Kockazattal korrigalt tokén elért hozam

Jovedelmek

Kockazattal
korrigalt

token elért

hozam

Gazdasagi toke Koltségek
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A teljesitmények meghatdrozdsa a gazdasagi tGke, a jovedelmek és a koltségek
ismerete nélkiil csak dbrand marad a pénzintézetekben. Megjegyezziik: bar a kolt-
ségelosztas a legrégebbi igény, amely minden vallalkozést érint, napjainkig is az egyik leg-
nehezebb probléma. A transzferdrazdshoz képest a gazdasigi tGke meghatdrozésa
matematikailag Osszetettebb feladat. A gazdasagi t6ke fogalmi és gyakorlati bevezetése
révén vélnak el a pénzintézeti pénziigyek a vallalati pénziigyektsl, meghatarozasiahoz
sziikségiink van a veszteségmegoszlasok ismeretére a klasszikus kategoridk szerint: piaci,
hitelezési és operaciods kockdzatok. A gazdasagi t6ke altalanosan elfogadott definicidja a
veszteségmegoszlas valamilyen kvantilise (Value at Risk — VaR, azaz kockaztatott érték)
€s a veszteség varhatd értéke kozotti kiillonbség (amennyiben a veszteség varhaté értéke
drazva van, és/vagy megtortént a céltartalékképzés). Sajnos, a VaR ,automatikus”
hasznalata a Bézel II. miatt elterjedt szakmai korokben, annak ellenére, hogy igazol-
hatéan nem kockazati mérték. A szerz6 szdndékosan elhagyta a , koherens” jelz6t, mert
véleménye szerint amelyik kockézati ,,jellemz3” nem koherens, az nem kockézati mérték,
tehat felesleges a koherens jelz8. A szerz$ az tgynevezett spektralmértéket javasolna
kockazati mértéknek, amelynek meghatdrozdsanal a veszteségeloszlas és a pénzintézetek
kockézatelutasitasi fiiggvénye van kombinalva. Ezzel a Bazel 11. 2. pillérben (feliigyeleti
attekintés) oly sokat emlitett , kockazati étvagy” szdmszeriien és konzisztensen épiilhetne
be példaul a szabalyozésba is. Mivel jelen frasnak nem célja ennek ismertetése, a szerzd
a kovetkez6 irodalmat ajanlja az érdekl6d6 olvasdknak: Szego (szerk.) [2004]. A szerzd a
tovabbiakban a bazeli el6irdsokat koveti, megjegyezve azt, hogy a veszteségeloszlas
ismeretében a pénzintézetek barmely kockazati mértéket meghatarozhatnak.

A veszteségmegoszlasok meghatdrozasara a bankokat egy kiils§ kényszer is raszorit-
ja. A Bazel II-es t6kekovetelmények meghatdrozdsandl a 2. pillér el6irdsa szerint VaR-
értékeket, illetve gazdasigi tSkeszamitdsokat, stresszteszteket, kiilonboz6 forgato-
konyvek szerinti gazdasagitGke-valtozast tucatszdmra kell meghatdrozniuk. Azok a
bankok, amelyek az 1. pillérben (minimélis t6kekovetelmények) az operacios kockaza-
tokndl a fejlett modszert valasztjak, szintén jelentGs mennyiségli VaR-t — ha tetszik,
t6kekovetelményt — kell kiszimitaniuk és validalniuk.

2. A VESZTESEGMEGOSZLAS MEGHATAROZASANAK GYAKORLATI SZEMPONTJAI

A veszteségmegoszlasok meghatdrozasdnak mddszerei kozotti valasztdsnak vannak
pragmatikus kovetelményei, amelyek fontossagat nem lehet eléggé hangsilyozni. A va-
lasztand6 mddszer legyen gyors, numerikusan stabil, univerzélis, nagy szimossagu port-
foliokra alkalmazhatd, kombinativ, szdmitastechnikailag elérhetd, konnyen validalhato,
és a teljes veszteségeloszlast hatdrozza meg.

A gyorsasag alatt azt értjiik, hogy a szamitasi id6 ne névekedjen jelentSsen a port-
folié méretével, illetve azt, hogy perceken beliil szolgéltassa a veszteségmegoszlast.

A numerikus stabilitds azt jelenti, hogy a kerekitési hibdk ne halmozddjanak fel
olyan mértékben, hogy a kapott eredmények megbizhatatlanok legyenek.

Univerzalitas alatt azt értjiik, hogy a mddszer eloszlasfiiggetlen legyen, ne kelljen
Ujabb szamitasi modszert kifejleszteni csak azért, mert az eloszlés tipusa megvaltozik.
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Az eljards nagy szamossagi portfolidra is rovid id6n beliil szolgaltassa az ered-
ményt. Gondoljunk csak egy olyan kereskedelmi bankra, amelynek hitelportfélidja pér
szézezer forintos hitelektdl (hitelkartya) tobbmillidrdos hitelekig terjed!

A kombinativ képesség azt jelenti, hogy a részeredmények vagy végeredmények
azonnal felhasznalhatdéak legyenek, akkor is, ha a rendszerben egyes értékek véaltoznak
(példaul forgatokonyv-elemzés vagy jelentds, de kis valdszintiségii veszteségek figye-
lembevétele stb.)

Az algoritmus lehetSleg a szokdsosan hasznalt szoftverekben elérhetd legyen.

Validacid alatt azt érjiik, hogy bizonyos id8periddusokban tdjabb szamitdsokat
végziink a veszteségmegoszlasra €s gazdasagi tékére, és Osszevetjiik a tékekovetelmény-
nyel. (Példaul vallalati hitelek esetében a havi min&sitések utan havi gazdasagi tke
szamitasa.)

Ne csak a VaR egy becslését szolgaltassa a modszer, de a teljes veszteségmegoszlas
alljon rendelkezésre.

A szerz0 a veszteségmegoszlasok meghatdrozdsara részletesen bemutatja a Fourier-
transzformdcids modszert, amely a veszteségeloszlasok mint valdszintiségi eloszlasok és
az ugynevezett karakterisztikus fiiggvényiik kozotti kdlesonosen egyértelmt leképezés-
re épll.

A mddszert biztositd tarsasdgok is széles korben hasznalhatjak biztositasi dijaik,
illetve tartalékolasi sziikségleteik meghatdrozasara.

3. FOURIER-TRANSZFORMACIO, KARAKTERISZTIKUS FUGGVENY,
VALOSZINUSEGGENERALO FUGGVENY ES GYORS FOURIER-TRANSZFORMACIO

3.1. A Fourier-transzformdcio és a karakterisztikus fiiggvény

Amikor 1822-ben megjelent Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) ,,A h6 analitikus
elmélete” cimli munkdja, nem tudhatta, hogy felirta az ,,opcidarazés differencidlegyen-
letét” (Simonyi [1998]). A hovezetés differencidlegyenletének megoldasa soran beve-
zette a Fourier-sorokat és a Fourier-transzforméciot. Arra pedig végképp nem gondol-
hatott, hogy e transzformdci6 segitségével pénzintézetek fogjadk meghatirozni veszte-
ségeloszlasaikat a 21. szdzadban. A Fourier-transzformacid lényegében azt jelenti, hogy
bizonyos filiggvényosztilyba tartozo fiiggvényeket eldallithatunk koszinusz- és szinusz-
fliggvények Osszegeként. A gyakorlati alkalmazashoz még kellett a szdmitastudomény-
ban is egy elérelépés. Az ugynevezett Fourier-egyiitthatdk kiszamitasa klasszikus mo-
don igen tetemes szdmitdsokkal jar, €s még a mai szamitastechnikai lehet&ségek isme-
retében is nagy méretli feladatok megoldasa igencsak gyotrelmes, vagy gyakorlatilag
keresztiilvihetetlen. Ez az el6relépés 1965-ben tortént meg (Cooley és Tukey [1965]),
amikor is a transzforméci6 specidlis szerkezetének kihasznaldsaval jelentGsen sikertilt
az algoritmust gyorsitani, és numerikusan stabilld tenni. Ezt a szdmitdsi eljarast ma
gyors Fourier-transzformacidénak nevezziik.

E tudomanytorténeti bevezetd utdn nézziik a Fourier-transzformacid, valamint a
valdszintliségi eloszlasok és karakterisztikus fiiggvényeik kozotti kapcsolatot, majd a
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valdszintiséggenerald fiiggvény és a karakterisztikus fiiggvények kozotti kapcsolatot!
Bizonyitdsokat nem kozliink, mivel azok megtaldlhatoak a standard valdszintiségszami-
tasi tankonyvekben: Rényi [1968]) vagy tjabban Medvegyev [2002].

Legyen X val6s valdszintiségi valtoz6. Akkor X karakterisztikus fiiggvényén a kovet-
kezGt értjiik: @y(t)=E[e™], ahol E a varhato érték operatora és i a komplex képzetes
egység.

Lathato, hogy a @y(t) karakterisztikus fiiggvény minden valds t-re 1étezik, altalaban
komplex fiiggvény. A karakterisztikus fiiggvények és a Fourier-transzformécié kozott
kozeli kapcsolat van, amely lehet&vé teszi gyakorlati hasznalatat.

Legyen f egy abszolt integralhato valds fiiggvény! Ekkor 1étezik Fourier-transzfor-
maltja, amelynek definicidja

Ff = je“Xf(x)dx,

Ebbdl kovetkezik, hogy ha X valdsziniiségi valtozonak f a siiriiségfiiggvénye, akkor
f-nek a Fourier-transzformaltja a karakterisztikus fliggvénye:

Px(H)=Ff.

Ha f abszolut integralhatd, akkor Ff , azaz Fourier-transzformaltja is abszolut in-
tegréalhato, és

I I
f(x)= E£ e "Ff (t)dt = E£ e ™o, (t)dt,

amelyet inverz Fourier-transzformaciénak neveziink.

Az utébbi kifejezés nemcsak azt mondja, hogy a karakterisztikus fiiggvény, azaz a
veszteségmegoszlas karakterisztikus fiiggvényének ismeretében kiszamithat6 a veszte-
ségmegoszlas, hanem azt is, hogy hogyan lehet meghatarozni.

Miel6tt ismertetnénk a karakterisztikus fiiggvény f6bb tulajdonségait, intuitiv elkép-
zelést szeretnénk megmutatni a veszteségmegoszlas és a Fourier-transzformacié
kozott. Ha felirjuk az Euler-relaciot e*=cos(x) +isin(x), akkor lathatd, hogy a veszteség-
eloszlast elGallitottuk kiilonbozd amplitiddja koszinusz- és szinuszfiiggvények (,,hulla-
mok™) 6sszegeként, amikor is a hullimok frekvencidja és amplitiddja folytonosan val-
tozik. Ha az integrélt kozelitjiik egyes pontokban, akkor a periodikusnak képzelt vesz-
teségmegoszlast felirtuk véges sok kiillonbdzd amplitadoju és frekvencidja koszinusz- és
szinuszfiiggvények segitségével, ahol a frekvencidk és az amplitidok mar diszkrét érté-
keket vesznek fel. Ezt nevezik Fourier-sornak. A funkcionélanalizis geometriai szem-
I€letének segitségével, és tudva azt, hogy a megfelel6 hullimok Onmagukkal vett
szorzatanak integralja a periddusra 1-et, mig kiilonboz8 frekvencidji hullimok szorza-
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tanak integrélja nullat ad ki, mondhatjuk azt, hogy a veszteségmegoszlast felirtuk egy
ortonormalt bazisban, ahol a bazist (,egységvektorok™) is fiiggvények — koszinusz- és
szinuszfliggvények — adjak. A 3. dbra jobban megvildgitja, mirdl is van sz6. A veszteség-
megoszlas periddusdnak egy maximalisan felvehetd veszteséget tekinthetiink.
3. dbra
A karakterisztikus fiiggvény

Im[e(1)] ® t

lp(0)l

(t_‘m]':h @(0)=1 0 m,t
(& T ——

asl/RVAVR

A z jelenti a komplex szdmsikot, Re a redlis részt, Im az imaginérius tengelyt. A
komplex szamsikon dbrazoltuk a karakterisztikus fiiggvény parametrikus grafikonjat,
ahol ¢ a paraméter. A pont-szaggatott vonal az egységsugaru kor. Ha egy tetszGleges ¢
pontba hizunk egy komplex vektort ( amely a karakterisztikus fiiggvény #-beli abszolut
értéke ) az a szoget zar be a valos tengellyel. Ezt a vektort w, kdrfrekvenciaval forgatva
egy | o(t)| amplitiddja és @, szogsebességili harmonikus hullamot ir le. Ha sok kiilon-
boz8 pontban ezt végrehajtjuk, és a hullimokat sszegezziik, akkor eldall a veszteség-
megoszlas egy kozelitése. Nyilvan a kozelités annal pontosabb, minél siirtibben tessziik

ezt meg. A veszteség strliségfiiggvényének Fourier-komponensekre valé felbontasat
illusztralja a 4. dbra.

4. dbra
Veszteségmegoszlas felbontasa Fourier-komponensekre

Amplitudo

"ourier
komponensek
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A 3. dbrabdl a karakterisztikus fiiggvény harom fontos tulajdonséga is leolvashat6.
Abszolut értéke maximum 1. A =0 esetében értéke 1, mig ha ¢ tart a végtelenhez,
akkor a karakterisztikus fiiggvény nullahoz tart. Ez azt is jelenti, hogy a karakterisztikus
fliggvény segitségével a stirliségfiiggvények végtelenhez kozeli tulajdonsagai a végesben
tanulmanyozhatdkka valnak, f6leg az analizis eszkozeivel.

Foglaljuk 6ssze a karakterisztikus fliggvény f6bb tulajdonsagait! (C operator jelent-
se a konjugélt képzést, azaz C(x+iy) =x-iy.)

Legyen két X és Y valos fiiggetlen valdszintiségi valtozd ¢y(t) és ¢ (t) karakterisz-
tikus fiiggvényekkel és a egy tetszlleges valds szdm! Ekkor érvényesek a kovetkezd
Osszefliggések:
lo(t) | =1
Ox(-1) =Cox(1)

Px+Y (1) =px(1)0Y(1)
Pxta(t)=e"oy(t)
Pux(t) = px(at).

RN

Szavakkal kifejezve, az els6 Osszefiiggés azt mondja ki, hogy a karakterisztikus fiigg-
vény abszolut értéke nem lehet egynél nagyobb. A mésodik tulajdonsag: a karakte-
risztikus fiiggvény negativ ¢-re megegyezik konjugéltjaval, ebbdl kdvetkezik az, hogy ha
a val6szintiségi valtozé megoszlasa szimmetrikus az origéra, akkor a karakterisztikus
fiiggvény valos és paros fliggvénye -nek. A harmadik tulajdonsag: két fiiggetlen valo-
szinlségi valtozé Osszegének karakterisztikus fiiggvénye a két véletlen valtozo karakte-
risztikus fiiggvényének szorzata. A negyedik tulajdonsag: egy valdszintiségi valtozohoz
hozzadadunk egy valds konstanst, akkor ennek a valdsziniiségi véaltozonak a karakte-
risztikus fiiggvényét megkapjuk, ha az eredeti valtozo karakterisztikus fiiggvényét meg-
szorozzuk e™-val. Végiil az 6todik tulajdonsag: egy valdsziniiségi valtozd a-szorosdnak
karakterisztikus fliggvényét megkapjuk, ha az eredeti véletlen valtozé karakterisztikus
fiiggvényében a fiiggetlen valtozot a-szorosara noveljiik.

3.2. A valosziniiséggenerdlo fiiggvény

A veszteségmegoszlas karakterisztikus fiiggvényének elGallitasahoz sziikségiink lesz a
valészintiséggeneralo fiiggvényekre. Ezt a kapcsolatot mutatjuk be.

Legyen X egy nemnegativ diszkrét valosziniiségi valtozd, tehat X a természetes sza-
mok halmazan veszi fel értékeit. Ekkor X valdszintiséggenerald fliggvénye alatt a ko-
vetkezGt értjiik:

Py(z)=E[Z"].

Ez a fiiggvény minden |z| <I-re 1étezik.
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Py(z) ismeretében a megfelel karakterisztikus fiiggvény konnyen meghatarozhatd
a kovetkez§ Osszefiiggés alapjan:

@x(t) =Px(e"). 1

Ez tehat azt jelenti (példaul az operacids kockdzatokndl), hogy amennyiben ismer-
juk a veszteségesemények eloszlasdnak valdszintiséggenerdld fiiggvényét, akkor a
veszteségmegoszlas karakterisztikus fiiggvényét megkapjuk, ha a val6szintiséggenerald
fliggvénybe behetesitjiik a silyossag stirliségfiiggvényének karakterisztikus fiiggvényét.

3.3. A gyors Fourier- és a gyors inverz Fourier-transzformdcio

A gyors Fourier-, illetve inverz Fourier-transzformécio feltételezi, hogy a transzforma-
land¢ stirtiségfiiggvény diszkrét. Ezért valamilyen modszerrel diszkretizalnunk kell a
transzforméland¢ fiiggvényt. A diszkretiz4las hatdsat a pontossigra — kiilonboz6 disz-
kretizalasi modszerek felhasznalasaval — a késGbbiekben bemutatjuk.

Feltessziik, hogy a veszteségmegoszlas nullava valik loss,,,, veszteségen tul. Legyen
n a mintapontok szdma, ahdny részre felosztjuk a [0, loss,,,] intervallumot. Ekkor
Aloss=loss,,,/(n-1) egyenl6 kozl felosztast kapunk, ez At=2n/(nAloss) intervallumot
jelent a ¢ tartomanyban, feltéve, hogy a veszteségeloszlas loss,,,, szerint periodikus fiig-
gvény (Singpurwalla [2006])! Jeloljiik #,-val a kAt értékeket, ha k kisebb, mint n/2, kiilon-
ben pedig legyen egyenld (k-n/2)At-vel, (k=0,1,...n-1), és f,-val a veszteségeloszlas
stirliségfiiggvényét az f(kAloss) helyeken. A Fourier-integralt kozelitsik a kovetkez6
véges Osszegekkel:

bt n-1
1 _[e“"’ss f (t)dt ~ Aloss) €*“**f (kAloss).
T = k=0

Igy a karakterisztikus fiiggvény a k-adik helyen

Aloss & ik
O = 2y exp(2 JF)fj.
j=0

s o2

A veszteség siriiségfiiggvénye a j-edik helyen pedig egyenld

z exp(—2ri _)q)k

i= nAIoss

Elvileg igy is kiszamithatndnk a Fourier-transzformaltakat, de ez hosszadalmas
szamitasokat igényelne. A kozelitd Osszegek specidlis tulajdonsdgait kihasznélva, a
gyors Fourier-, illetve inverz Fourier-transzformacié ezt lényegesen meggyorsitja. A
gyors Fourier-transzformacid hasznalatdnak van egy feltétele: mégpedig az, hogy a fel-
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osztast kettd hatvanyai szerint kell elvégezniink, azaz n=2", ahol m=3 természetes
szam. Ez semmilyen korladtot nem jelent. Hitelezési és piaci kockazatoknal m=>10
valasztds megfelels lehet, igy a tartomanyt 1024 egyenld veszteségkdzre osztottuk fel.
Amennyiben adott adatpontunk van, és az nem kettdnek hatvanya, akkor kiegészitjitk
az adatsorunkat annyi 0-val, hogy kett§ hatvianyat kapjuk az adatsor szdmossagara.

A gyors Fourier-transzformdacié algoritmusanak lefrdsa megtaldlhatd Bronstejn—
Szemengyajev—Musiol-Miihlig [2000] vagy Aho-Hoproft-Ulman [1982] miiveiben. Is-
mertetésétdl azért tekintiink el, mert a gyors Fourier-transzformacié elérhetd a szoka-
sosan haszndlt statisztikai programcsomagok idGsorelemzési moduljaiban, igy az alkal-
mazdknak nem is szitkséges ismernie.

A mintapontok szdménak elvileg olyan kell lennie, hogy a diszkrét (,,mintavétele-
zett”) folytonos veszteségmegoszlast eld lehessen allitani minden pontjaban diszkré-
tizaltjabol. A mintavételezés szaméat az informécidelméletbsl szdrmazé Shannon-féle
mintavételezési tétel alapjan kellene megvalasztanunk (Csdki [1970]). Miutan gyakor-
latilag nem sziikséges a veszteségeloszlast minden pontban ismerniink, ezért el6fordul-
hat, hogy bar a veszteségmegoszlds sima, de az inverz Fourier-transzformacié — a
Shannon-tétel kovetkeztében — flirészfogmintat mutat, és az is el6fordulhat, hogy kis
negativ értékei lehetnek.

A fiirészfogminta megsziintetésére a kovetkezS simitd eljaras hasznilhatd (Reif3
[2003]). Legyen k=1, 2,...,n—1, és interpolaljunk két érték kozott! Az ) érték legyen tehat

fE(kAloss)=0.5[f(kAloss) +f((k-1) Aloss)]. 2)

Az f* az f simitott értéke a mintapontokban a (k —0.5) Aloss helyeken.
Amennyiben szingularitas is fellép, azaz f, egyes értékeinél f, negativ, akkor alkal-
mazzuk a szingularitast megsziintetd algoritmust (Reif3 [2003]):

k=1, 2,...,n-2 és a=max[f((k-1) Aloss),0] +max[f((k+1) Aloss),0], 3)

F((k=1)Aloss) = f (K —1)Aloss) + XL (k ;DA'OSS)’O] f (kAloss).

F((k+D)Aloss) = F ((k+1)Aloss) + LK ;DA'OSS)’O] f (kAloss),

f (kAloss) = 0.

A gyakorlatban els6 1épésként alkalmazzuk (2)-t, majd (3)-t és Gjbdl (2)-t. A minta-
pontok ezzel Aloss nagysagu eltolodast szenvednek.

Eredményiil megkapjuk a veszteségmegoszlds egy simitott tdblazatba foglalt siir(i-
ségfiiggvényét.

A fiirészfogminta és a szinguldris értékek akkor is el6fordulhatnak, ha a veszteség-
megoszlas Dirac-delta jellegl. Gyakorlatilag ez azt jelenti, hogy az eloszlas egyes pon-
tokban nagyon ,,csticsos”, vagy végtelenbe tart. Ez utdbbi probléma jellemz&en az ope-
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racios kockazatoknal fordulhat eld, ahogy azt sematikusan szemlélteti az 5. dbra.’> Az
operdacids kockazatok esetében tipikusan a stlyossagi eloszlas a nulla kdrnyezetében
koncentralddik, nagyon csucsos, és az eloszlds jobb széle hosszan elnytld. Ekkor nem
tudunk elegend6 mintapontot valasztani, még akkor sem, ha m=20,2"=1 048 576 érté-

ket valasztunk!
5. dbra

A veszteségeloszlasok jellege kockazati tipusonként

. Valosziniiség

Hitelezési

o)

Nagy veszteségek \ 4
Kis valosziniiségek T f

Veszteségek 0 Nyereségek

\

Ekkor segitségilinkre lehet az ugynevezett eltolasi tétel (Simonyi—Zombory [2000],
Fodor [1966]). Mivel a Fourier-transzformacié linearis és homogén, ezért hasonld
trikkot haszndlhatunk, mint a rétegezett mintavétel esetében szokds. Felosztjuk a
sulyossagi megoszlasunkat alkalmasan vélasztott szakaszokra, mondjuk példaul kettSre
s értéknél. A kettéosztott rész Osszegének tekintjiik, azaz legyen f(x) =f;(x) +f>(x), ahol
az f;(x) =f(x), ha x<s, kiilonben 0; és f,(x) =0, ha x<s, kiilonben f(x) — ahogy a 6. dbrdn

lathatjuk.
6. dbra

Eltolasi tétel alkalmazasahoz

-qu'n.'

g )=1,(+H,(x)
B

=

S

Valosziniiség

0 . X

3 Egyes specialis esetekben a miikddési hiba nyereséget is okozhat. Ezeket a kivételes eseteket az abran a
miikodési kockazati veszteségeloszlas sematikus képe nem tiikrozi.



2007. HATODIK EVFOLYAM 3. SZAM 293

Felirhatjuk a kovetkezOket:
Ff(x)=F[fi(x) +fo(x)]=Ffi(x) +Ff>(x) =Ff,(x) +e"Ffo(x +s).

Az eltolési tétel jOl alkalmazhat6 azokra az esetekre, amikor jellemzd, hogy az el-
oszlas 0 pont koriil koncentralddik, és az eloszlassz€l hosszan elnyudld; igy az operacids
kockéazatok esetében is. Az egyes felosztott szakaszokban, ha sziikséges, ugyancsak
alkalmasan valasztott kiillonbdz8 felosztasokat alkalmazunk, majd Fourier-transzfor-
maljuk az egyes szakaszokba es§ fiiggvényeket. A nulldba tolt részeknél a Fourier-
transzformaltakat megszorozzuk e*-vel, ahol s mindegyik szakasznal kiilonbozd. Az igy
kapott Fourier-transzformaltakat behelyettesitjiik a veszteséggyakorisagi valoszintiség-
general¢ fiiggvénybe, amivel megkapjuk a rész-veszteségmegoszlasok karakterisztikus
fiiggvényét. Kiilon-kiilon inverz transzformaljuk. Az egyes rész-veszteségmegoszlasokat
arajuk érvényes felosztas szerint folytonossa tessziik, majd 0sszegezziik. Ezzel megkap-
juk a teljes veszteségeloszlast.

3.4. Inverz Fourier-transzformdcio a veszteségmegoszlds karakterisztikus
fiiggvényének ismeretében

Végiil a vesztes€g megoszlasdinak meghatidrozasiara bemutatunk egy olyan Fourier-
inverz-technikat, amely nem kot6dik specidlis algoritmushoz — mint a gyors Fourier-
transzformacid —, és elvileg a veszteségeloszlast pontosan szolgéltatja a veszteségmeg-
oszlas karakterisztikus fiiggvényének ismeretében. A megkozelités a kovetkez8 Ossze-
fiiggésen alapul (Reif3 [2003]):

Ha F(x) és G(x) két valosziniiségi eloszlds, amelyeknek az atlagai ugyanazok, és
1étezik abszolit momentumuk harmadrendig bezéardlag, és Fourier-transzformalhatok,
akkor teljestil a kdvetkezd Osszefiiggés:

F()=G(x) - % [ 2P (t)t_z 0 4)

ahol (1), illetve @,t) az F(x), illetve G(x) eloszlas siirliségfiiggvényének karakte-

risztikus fiiggvényei, F(x) ¢s G(X) pedig az integrélfiiggvényiik.

Ahhoz, hogy felhasznalhassuk a (4) Osszefiiggést, a veszteségmegoszlds karakte-
risztikus fiiggvényén tul ismerniink kell a veszteség varhat6 értékét és variancigjat is,
amelyeknek a meghatarozdsa nem jelent gondot. Legyen F(loss) a veszteségeloszlas,
varhat6 értéke E[loss] és variancidja varfloss]! Amennyiben G(x) egy olyan ismert el-
oszlasfiiggvény, amelynek a varhato értéke és variancidja megegyezik a veszteségmeg-
oszlas varhato értékével, illetve variancidjaval, és ismert a karakterisztikus fiiggvénye,
akkor a (4) egyenletben az integral 1étezik minden #-re korlatos és a t—0 esetében is.

Célszerti valasztas lehet a gamma-eloszlas azért, mert ennek ismerjiik a karakte-
risztikus fiiggvényét analitikusan, egyébként barmely abszoliat integralhatd folytonos
closzlasfiiggvényt is valaszthatnank! A IS gamma-eloszlas kétparaméteres eloszlas,
ahol az eloszlds o és P paraméterét azon feltételekkel hatdrozzuk meg, hogy varhat6
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értéke és varianacidja egyezzen meg a veszteségeloszlas varhatd értékével és varian-
cidjaval. A gamma-eloszlas karakterisztikus fiiggvénye ¢,(t)=(1-if}t). Paraméterei a
veszteségeloszlas varhat6 értékének és variancidjanak felhasznélaséaval:

o= E[loss]? & B = var[loss]
var[loss] E[loss]

Ekkor a veszteségeloszlads meghatarozdsara a kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk:

F(loss) = XT (a,%)— o (o +1, Bl OSS)—%Ie”“’S Puos )_t(zl ZIP

ahol T'(c,l10ss) = JTC x*tedx anem teljes gamma fiiggvény és I'(0;0)=I{c).
0ss

A paraméterek ilyen megvélasztdsa mellett az integrandus t—0 esetében nullava
valik, és * gyorsasiggal tart nullava, ha t—>=*e-hez. Ezt az integralt kiértékelhetjiik
valamilyen numerikus integracidés modszerrel, igy elegend6 kevesebb felosztés alkal-
mazasa, ezaltal a kiszamitasi id6k csOkkenni fognak. Mivel F(loss)folytonos, kiér-
tékelése numerikusan stabil, még akkor is, ha a veszteségmegoszlas Dirac-delta jellegt!

4. A VESZTESEGMEGOSZLAS MEGHATAROZASANAK GYAKORLATI LEPESEI

A'7. dbran 6sszefoglaltuk a f6bb gyakorlati 1épéseket, amelyet hasznalnunk kell a legal-
talanosabb esetben. Az dbrdn az operacids kockazati terminoldgiat szerepeltetjiik, de
ugyanugy hasznalhatndnk a biztositd tarsasagoknal alkalmazott terminoldgiat, a kar-
szamot és karnagysagot is. Hitelezési kockéazatok esetében, ha ismerjikk az addsok
kockazati paramétereit (PD, LGD, EAD), akkor egybdl felirhatjuk a veszteség stirtiség-
figgvényének karakterisztikus fiiggvényét. Igy ebben az esetben mindjart a 4. 1épéstd]
indulhatunk (14asd részletesen az 5. pontot).
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A veszteségmegoszlas meghatarozasanak fobb 1épései
Fourier-, illetve inverz Fourier-transzformaciéval

Valés tartomény

Su imegoszlis

Folytonos eloszlas
diszkrétizalasa
s = fdg

4

Diszkretizilt silyossig

2]

Gyakorisigi megoszlis

Kockazati mértékek

vagy
VaR illetve EC

szamitasa

— Operitor tartosdny _ _
(komplex)
Siilyossig karakierisztikus
figgvénye
Fourier
transzformalas L
o =Fidg =
Valésziniiség generils e
fiiggvény
Veszteségmegoszlas
karakterisztikus
fiiggvénye =>
PLos= Poy(®s) )
Y Veszteség karakterisztikus
! figgvénye
Veszteségmegoszlas
inverz Fourier
transzformacio e ’ U
frow=F 100

(EC=Gazdasdgi téke, EL =vdrhato veszteség, VaR=kockdztatott érték)

295

7. dbra
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A 7. dabra 1épései azzal a feltevéssel érvényesek, hogy a veszteségesemény gyakorisa-
ga €s sulyossaga fiiggetlen valdszintiségi valtozok. Az eljards altalanosithat6 arra az
esetre is, amikor ez nem 4ll fenn, de most ezzel nem foglalkozunk.

Rogton felmeriil egy gyakorlati kérdés: miért is kell &tmenniink egy komplex tar-
tomanyba, mi ennek az értelme? A vélasz az, hogy csupan azért, mert a komplex tar-
tomanyban bizonyos miiveleteket konnyebb megtenni, mint a valésban. Ha ez nem
allna fenn, akkor nem kellene transzformélgatnunk.

Az eljards feltételezi a veszteségesemények valdsziniiséggenerdld fliggvényének
ismeretét. Gyakorlatilag nem kell ezeket nekiink levezetniink, hanem a megfelel6 szak-
irodalom tédblazataibdl egyszerlien kiolvassuk. A gyakorisagi valdsziniiséggenerdld
fliggvények diszkrét eloszlasok széles osztalyara megtalalhatok példaul Panjer [2006]
miivében. Ugyancsak itt megtaldlhatdak a folytonos eloszlasok osztélyaira az eloszla-
sokat jellemzs értékek, példaul momentumaik, szOras- €s egyéb jellemzdik, amelyek-
nek ismerete hasznos lehet példdul a folytonos eloszlasok diszkretizaldsdban.

Operécios kockédzatokndl felmeriil az a gyakorlati kérdés, hogy mekkora legyen a
felosztasnal hasznalt maximalis veszteség, azaz a loss,,,, Erre a kovetkez6 pragmatikus
vélaszt adhatjuk. Kozelitsiik a veszteségmegoszlast lognormal eloszléssal, és valamelyik
célszertien valasztott felsd percentilis alapjan szdmitsuk ki a loss,,,-t ! Legyen pgy és
vargy a gyakorisagi eloszlasunk varhat6 értéke és variancidja, mig a salyossagi eloszlasé
U, 1lletve varg | A veszteségmegoszlas varhatd értéke és variancidja pedig Uy o, Var; oy
A veszteségmegoszlas varhato értékét és variancidjat kiszdmithatjuk a kdvetkezs ossze-
fiiggésekkel (Panjer [2006]):

.uLoss= ﬂGY ﬂS )
— 2
var, .= Hey Varst Usvarcy.

Ezutan kiszamitjuk a veszteségeloszlast kozelit§ lognormél eloszlas két para-
méterét, u -t és o-t:

2

;uLoss

p=lny ————
:uLos + VarLos

In[vazﬂ + 1].
.uLoss

Majd megoldjuk a  percentilis=@ egyenletet (@ a standard

- (In(10SSy) — 1
o

normél eloszlds). Percentilisnek valasszuk a 99,999% értéket! Megjegyezziik, hogy a

veszteségeloszlas lognormdlis eloszlassal vald kozelitésének nincsen elméleti alapja, a

gyakorlatban azonban jél hasznélhaté.
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Mivel a gyors Fourier-transzforméci6 egy diszkrét transzformécio, ezért a folytonos

sulyossagi stirliségfiiggvénytinket diszkrét értékekkel kell kozeliteniink a mintapontok-
ban. A diszkretizdldsi mddszerek abban kiillonboznek egymadstdl, hogy vagy csak a
stirliségfiiggvény lokdlis jellegét Orzik meg, vagy valamilyen globdlis jellemzGjét is.
Tapasztalatok szerint, ha olyan diszkretizalast valasztunk, amely szerint a diszkrétté tett
megoszlas elsd két momentuma megegyezik a folytonos eloszlés els6 két momentuma-
val, akkor ugyanolyan szamu felosztassal Iényegesen jobb kozelitést kapunk a diszkrét
veszteségmegoszlas értékeire. Harom diszkretizaldsi modszert mutatunk be: az agy-
nevezett kerekits, az els6 momentumot megdrzd és az elsd két momentumot megbrzd
modszert (Panjer [2006]).

A kerekitd modszer jellemzbje, hogy a diszkrétté tett eloszlas Osszege 1-et ad ki, és
minden értéke nemnegativ. Az els6 momentumot megdrz6 mddszer szerint is a diszkrét
megoszlas Osszege 1, nemnegativ, és a diszkrét megoszlas varhat6 értéke megegyezik a
folytonos eloszlds varhat6 értékével. Az els6 két momentumot meg6rz6 mddszer
esetében a diszkrét megoszlas Osszege 1, varhato értéke és masodik momentuma meg-
egyezik a folytonos megoszldséval, viszont altaldban nem biztosithatd az, hogy értékei
kozott ne legyenek negativok. A tovabbiakban: Fy az X véletlen valtozo folytonos elosz-
lasfiiggvénye és fy a sliriségfiiggvénye, fd, pedig a diszkrét értéke a k-adik helyen, Ax a
felosztas 1épéskoze.

Kerekit6 modszer:

fd,=F(0.54x) és
Fd=F (ke +0.5M%)-Fy(kAc-0.5Ax), k=1, 2,....

A momentumokat megdrz8 mddszer a Lagrange-féle interpolacids polinomokon
alapul. A bizonyitas €s egyéb részletek megtalalhatok Panjer [2006] mivében.
Az els6 momentum megGrzése esetén a kovetkezdket kell kiszamitanunk:

1 (k+D)Ax (k+1)Ax

M=y | SEXEted [ EHe
(k+D)Ax (k+D) Ax

M= | a@n -k [nexe

Végiil a diszkretizalt megoszlas:

fd, = mg,
fd =mt+m k=12,..

Az els6 két momentum megbrzésénél pedig
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(k+2)Ax (k+2)Ax (k+2)Ax
v I e [ om0 Jren

(k+2)Ax (k+2)Ax (k+2)Ax

2] - T ek [rExe,

(k+2) Ax 1 (ke2a (k+2)Ax
”‘5=2A1x2 [ enene-t | g Ene <KD e

2kAx 2kAx

A diszkretizalt megoszlas értékei:

fdozm?!
fd1=mf,
k k k-1

'R > -m?2

hak>1 és paros, akkor [0k =M +ME, yaspen =M* s A,
els6 két momentum megGrzése esetében az integraldsi hatarok [0, 2Ax], [2Ax, 4Ax] stb.

A diszkrét veszteségmegoszlas meghatarozasa utan, amikor is tabellazva kapjuk a
veszteségeloszlas siirliségfliggvényét, valamilyen modszerrel (példaul linedris interpola-
cidval) meghatarozzuk a folytonos veszteségmegoszlast, €s ennek ismeretében szamit-
hatjuk a VaR-t valamilyen nemlinearis egyenletmegoldéval, vagy szdmolhatunk koc-
kazati mértékeket is. A tovabbi felhasznélasra tehat rendelkezésiinkre 4ll a veszteség-
eloszlés folytonos fiiggvénye!

Az el6z6ekben elmondottak illusztraldsira és a moddszer mikodésének bemu-
tatasara egy szampéldat ismertetiink operacios kockazati megkozelitéssel. Olyan példat
vélasztottunk, ahol a veszteségeloszlast analitikusan is ismerjiik, azért, hogy a szam-
szerli eredmények pontossagarol képet kapjunk. Legyen a folytonos stlyossagi eloszla-
sunk exponencidlis /=10 paraméterrel! A gyakorisagi megoszlasunk legyen geometriai
eloszlasi b=10 paraméterrel! Ebben az esetben a veszteségeloszlas (Panjer [2006]):

loss
F(loss) =1— _P_giwn
1+ B

alakban adhat6 meg.
A gyakorisdgi megoszlas a 8. dbrdn, a sulyossagi eloszlas stirtiségfiiggvénye a 9.
dbrdn lathato.
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8. dbra
Diszkrét veszteséggyakorisagi megoszlas (geometriai)
Gyakonsag megoszlas
0.t A
* i
oo 00 : i ;
2 : 1 1 1
L : frrlK) = 1- =—|1-—
| : ar(® = s( 1+8) 1 11
-2
E 0o
00
Gyakorisag
9. dbra
Folytonos silyossagi megoszlas (exponencialis)
Sulyossag striségfiigeveny
0.1 ?\
H -5
DY 01ls
f(s)=—¢ " =01
5(8) 7
100 200 300
Stlyossag

A veszteség maximumat vegyiik fel 380-nak. Ez egyben a folytonos stlyosséagi elosz-
1as felosztand6 intervallumanak maximuma. Diszkretizaljuk tehat a folytonos stlyossa-
gi megoszlast a [0, 380] intervallumban mindossze 10 szakaszra! A diszkretizalast az
el6z6ekben emlitett hdrom mddszerrel is készitsiik el! A diszkrétizalt értékek az 1.
tabldzatban talalhatoak.
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1. tabldzat
Diszkretizalasi médszerek 6sszehasonlitasa
Silyossag Diszkrétizalasi modszer
Felosztas . Els6 momentum FElsé két momentum
TTE— Kerekitd )
-tél -ig megorzése megoizése
0 0 38 0850431380777 0742729150488 0.674414729283
1 38 76 0146222653765  0.251515502032 0.383144344443
2 76 114 0003271113628  0.005626595914 -0.062722013341
3 114 152 0000073177337  0.0001258712%4 0.000194247394
4 152 190 0000001637034  0.000002815838 -0.000031389321
5 190 228 0.000000036622  0.000000062292 0.000000097210
6 228 266  0.000000000819  0.000000001408 -0.000000015709
7 266 304 0.000000000018  0.000000000032 0.000000000049
8 304 342 0.000000000000  0.000000000001 -0.000000000008
9 342 320  0.000000000000  0.000000000000 0.000000000000
10 380 o 0.000000000000  0.000000000000 -0.000000000000
x 1.000000000000  1.000000000000 1.000000000000
Elsé momentum 5.81 10.00 10.00
Masodik momentum 231.03 397.39 200.00
Minimum 0.000000000000  0.000000000000 -0.062722013341

A tablazat alapjan megéllapithatd, hogy az egyes diszkretizalt megoszlasok valéban
teljesitik azokat a tulajdonsagokat, amelyeket ismertettiink (az exponencialis eloszlas
els6 momentuma A=10, a masodik momentum 2A’=200). Az els6 két momentum
megOrzésénél nem lehetett biztositani azt, hogy a diszkrét megoszlas minden eleme
nemnegativ legyen.
majd folytonossa téve a veszteségmegoszlasokat, felrajzolhatjuk azok grafikonjait, ame-
lyeket a 10. dbrdn tiintettiink fel.
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10. dbra

Elméleti és kozelito veszteségeloszlasok

Vesztesegeloszlas
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Masodik momentum, VaR =739

0 500 1000

Veszteség

Az abraban szerepl6 99,9%-os VaR-értékekbdl leolvashatd, hogy a masodik mo-
mentumig megbrzd diszkretizalds mar 10 felosztasra kozel van az elméletihez! Az egyes
modszerek szerint nyert veszteségeloszlasok €s az elméleti veszteségeloszlas eloszlas-
fiiggvényeinek egyezOségét vizsgalhatjuk a Kolmogorov—-Szmirnov teszttel (Vince—
Varbanova [1993]). A tesztek eredményei a 2. tdbldzatban talalhatok.

2. tabldzat
Kolmogorov-Szmirnov-statisztika diszkretizalasi médszerek osszehasonlitasara.
Veszteségeloszlasok

. . e Maximalis Maximalis . Atlag Szoras Megfigyelés
Elméleti kontra diszkrétizalt -szint
neielt kontra diszare negativ eltérés pozitiv eltérés L Elnéleti Diszkrét Elmeleti Diszkréet Elmeéleti Diszlaét
Kerekitd -0.310328 0.000000 p<0.001 0970712 0.106587 2101
Elméletp 0 Jomentuza -0.003332 0071395 p<0.001 gos2187 0.951333 0130840 0.137046 2101 2101

megorzése

Elsb kétmomentum o p,5725 0001904 p0.108 0.951536 0.241929 2101
Inegolzese

Azt tapasztaltuk, hogy a diszkretizalasi mdodszerek tekintetében szignifikans kiilonb-
ség van az els6 két momentumot meg6rzé mddszer altal szolgéltatott és a tObbi veszte-
ségeloszlasok kozott. Kevés szamud, mindossze 10 felosztast alkalmazva, mar nem mu-
tathat6 ki kiilonbség az elméletit6l, gyakorlatilag ugyanaz, mig a masik ketténél ez nem
teljesiil. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, ha nagyon pontos eredményeket akarunk el-
érni, hasznéljuk a masodik momentumig meg6rz6 mddszert.

Végiil a Fourier-transzforméacids eljards kombinativ és rugalmas tulajdonsaganak
illusztraldsdra bemutatjuk, hogy hogyan lehet (operacids kockdzatoknal) a kis valdszi-
niliségli, de nagy veszteséget jelentG események hatidsat meghatirozni, azaz milyen ér-
zékeny erre a VaR vagy a t6kekovetelmény. Ebben az esetben mar rendelkezésiinkre
all a veszteségeloszlas karakterisztikus fiiggvénye. Most felirjuk a kis valdszintiségti, de
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nagy veszteséget okozd esemény valdszinliséggeneralo fiiggvényét. P(z) =pz"*, ahol p az
esemény bekovetkeztének valdszintisége, loss pedig ennek az eseménynek kovetkezté-
ben elszenvedhetd veszteség. Nem kell mast tenniink, mint ebbe a valdszinliséggene-
ralo fiiggvénybe behelyettesitjiik a mar rendelkezésiinkre alld veszteségmegoszlds ka-
rakterisztikus fiiggvényét, és a 7. dbrdn taldlhatd 4. 1épéstdl végrehajtjuk az eljarast!

5. HITELPORTFOLIOK VESZTESEGELOSZLASA ES STRESSZTESZT

A mddszer rugalmassdganak szemléltetése érdekében ebben a pontban nemcsak azt
fogjuk bemutatni, hogy a Fourier-transzformaciés mddszerrel miként hatarozhaté meg
egy hitelportfolio veszteségmegoszlasa, hanem azt is, hogy evvel a modszerrel milyen
hatékonyan tudunk stresszteszteket, illetve forgatokonyv-elemzéseket végrehajtani.

Hitelportf6liok esetében a kockazati paraméterek ismeretében (PD, LGD és EAD)
a veszteségmegoszlas ¢, (t) karakterisztikus fiiggvénye kozvetleniil felirhat6: Reif3
[2003], CreditRisk+ [1997]. Ezért a 7. dbrdn lathato 1€pések koziil az els6 harom el-
hagyhatd. Azonnal a komplex tartomédnybol indulhatunk ki, és csak az inverz Fourier-
transzformd4ciot kell hasznalnunk.

A hitelportf6lié karakterisztikus fiiggvényének meghatdrozésat olyan esetben mu-
tatjuk be, amikor az ad6sok korében a kockdzati paraméterek kozott nem tételeziink
fel semmilyen sztochasztikus kapcsolatot, és a mulasztasi eseményeket fiiggetlennek
tekintjiik egymastol. Id6horizontnak egy évet valasztunk. Legyen 1, a k-adik ados indi-
katorvaltozdja a mulasztas tekintetében, azaz

e hak mulaszt,
L= 0, egyébként.

A hitelportf6li6 varhato vesztesége:

N
EL =Y 1, EAD,LGD,

k=1

ahol N az addsok szdma a portfdlidban.
Tehat egy ados mulasztdsa binomiélis eloszlast kovet PD paraméterrel. Irjuk fel a
binomidlis eloszlés valoszinliséggeneral? fiiggvényét:

R.(2)= (1- PD,)2° + PD, 2P =14 PD, (25000 _ ) = g (2% %-1)
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Amennyiben PD, kicsi, ugy
In(L+ PD, (z5"%+¢P 1)) = PD, (25"%°P —1)
A kozelités helyességét a 11. dbra mutatja be. (Itt Iényegében a binomialis eloszlas-
nak Poisson-eloszlassal val6 kozelitésérdl van szo, amely kozelités kis PD-re gyakorlati-

lag megegyezik a binomialis eloszlas értékeivel (Feller [1978]).

11. dbra
In(1+PD) kozelitése PD-vel

== In{14FD)
PL

03

or

ity

0 0025 005 0075 01 013 015 01 02
PD

Ezzel a k-dik adds valdszintiséggeneralo fiiggvénye
EADKLGDy
Pk (Z): ePP(z -1)

Végiil feltevésiink értelmében a hitelportfolié veszteségeloszlasanak valdszintiség-
generalo fiiggvénye az egyes addsok valdszintiséggeneralo fiiggvényeinek szorzata:

N
N Y PD, (20KHCPk 1)
EADKLGDg _.
P(Z)= I IePDk(Z ) _ =
k=1

Most alkalmazzuk az (1) sszefiiggést, és megkapjuk a hitelportf6lio veszteségelosz-
lasanak karakterisztikus fiiggvényét:

g PD, (/5A0KLODKt_y)

q)Loss (t ) =es
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A hitelportfélioban a maximadlisan elszenvedhet6 veszteség:
N
loss,, = ), EAD,LGD,

A veszteség felosztasat a gyors inverz Fourier-transzforméciohoz a [0, loss,,,] tar-
tomanyban kell elvégezni, egyenlS kozi intervallumokban. A felosztdsok szdma n=2",
ahol a tapasztalatok szerint m =10 koriili valasztas mar kielégitd pontossdghoz vezet. A

veszteségegység Aloss = % A karakterisztikus fiiggvény egyenld kozi felosztasara
n-1
At = 2|—7ZT kozl intervallumokat hasznélunk, és jAr helyeken kell kiszdmitani
nAloss

(i=0,1,...,n/2). A gyors inverz Fourier-transzformaciét alkalmazva megkapjuk a veszte-
ségmegoszlas tabellazott értékeit a jAloss helyeken, amelynek ismeretében barmilyen
kockézati mértéket meghatdrozhatunk, vagy akér a gazdasagi t6ke nagysagat is.
Numerikus szdmpéldankban, amelyet egy banki hitelportf6lié alapjan készitettiink,
bemutatunk egy stressztesztet is, amely feltételezte azt, hogy a PD-k 10%-kal és az LGD-k
is 10%-kal fognak névekedni valamilyen feltételezett gazdasagi sokk hatasdra. Kiszdmitjuk
a gazdasagi tGke %-os megviltozisat, azzal a feltételezéssel, hogy a sokk hatdsit nem
tudjuk elSre beépiteni a hitelek ardba. A 99,95%-0s VaR érzékenységét is bemutatjuk. A
stressz teszt végrehajtdsdéhoz nem kell mést tenniink, mint a veszteségeloszlas karakter-
isztikus fiiggvényében a PD-ket, illetve az LGD-ket megndvelni 10%-kal. Hasonl6 egysz-
erliséggel vizsgilhatnank azt a hatést is, amely egy vagy tobb szektort érintene. Ehhez a
szektorhoz tartozé addsok PD-jét, illetve LGD-jét kellene megndvelniink a sokk hataséra.
A sort folytathatnank: csak azt szeretnénk demonstralni, hogy a Fourier-transzformacios
megkozelitéssel gyorsan és numerikusan stabil médon tudunk kiilénb6z6 forgatokonyveket
végigszamolni, €s megvizsgilni hatdsaikat a gazdasagi t6kére. A szemléltetés kedvéért a 12.
dbrdn bemutatjuk a veszteségek karakterisztikus fiiggvényeinek parametrikus grafikonjat.

12. dbra
Veszteségmegoszlasok karakterisztikus fiiggvényei

e
mpd éslpdl=1 179gd
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A szamitasok végeredménye, a veszteségmegoszlasok €s a veszteségeloszlasok a 73.
dbrdn talalhatok.

13. dbra
A VaR és a gazdasagi toke szazalékos valtozasai (EC=gazdasagi toke)
Veszteségmegoszlas
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Veszteség

A veszteségmegoszlds masodik moduszat a nagyobb hitelek koncentréacidja okozza.
A 99,95%-0s VaR mintegy 12,6%-kal novekedett, mig a gazdasagi t6ke 14,2%-kal.

6. BEFEJEZO MEGJEGYZESEK, KOVETKEZTETESEK

A veszteségeloszldsok meghatdrozasa nagy kihivas. A pénzintézetek belss sziikségletei-
nek kielégitése (teljesitmények mérése), valamint a szabalyozéi kovetelményeknek vald
megfelelés céljabdl veszteségeloszlasokat nagy szimban kell meghatdrozniuk. Validala-
suk miatt pedig képesnek kell lenniiik arra, hogy ezt a lehetséges legrovidebb id6kdzon-
ként megismételjék.

Bemutattunk egy rugalmas, kombinativ, numerikusan stabil, nagy porfdliokra is
alkalmazhato és gyors eljarascsaladot, amely a karakterisztikus fiiggvények és eloszlas-
fliggvényeik kozotti kolesonosen egyértelmi kapcesolaton alapul, a nemnegativ diszkrét
val6szintiségi véltozok valoszintiséggenerdld fiiggvényét, a Fourier-transzformdéciot
alkalmazva.
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A moédszereket altaldnositani lehet azokra az esetekre, amikor a kockazati paramé-
terek kozott sztochasztikus kapcesolat van.

Egyéb mddszereket nem emlitettiink, mint példdul a rekurziv eljardsokon Panjer
[2006], integralegyenleteken Panjer—Willmot [1992] munkain alapulé mddszereket. A
Fourier-transzforméciés mddszer konvoldcios tételen alapulé megkozelitését sem tér-
gyaltuk (Robertson [1992]). Ezeket az olvasé megtalalhatja a hivatkozott irodalmakban.

A szerz6 reméli, munkajaval talan hozzajarul ahhoz, hogy a magyar pénzintézetek
(bankok és biztositok) hatékonyan és gyorsan hatarozhassanak meg kockazati
mértékeket a veszteségmegoszlasok ismeretében. Ezek haszndlatit sajat hasznukra a
napi dontéselGkészits és teljesitményeket mérs gyakorlatukka tehetik. Végiil megem-
litjiikk, hogy az ismertetett eljardsok a kozeljovs lehetséges értékpapirositasai soran
Magyarorszagon is alkalmazhatdak lesznek.
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