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Az írás a kockáztatott értékkel (Value at Risk) kapcsolatos szabályozói elv érvénye-
sülését, vagyis a VaR alapú tõketartalékolás tiszta elméleti esetét elemezi. Arra
szándékozik rámutatni, milyen veszélyei vannak az említett módszer használatá-
nak a kockázat mértékének megállapítására. A szerzõ szerint a megfelelõ konfiden-
ciaszint kiválasztása legalább olyan fontos része a kockázatkezelésnek, mint maga
a VaR érték számítása. Bevezetésként tekintsük a dolgozat által – a banki szabá-
lyozás keretei között – bemutatott elméleti eset egy közérthetõ analógiáját. 

Ha egy ország a következõ száz év lehetséges legnagyobb háborújára akarná fel-
készíteni a hadseregét, az elképzelhetetlen sok pénzbe kerülne. Ezért a kormányok
általában azt az utasítást adják a hadügyminisztereiknek, hogy egy húszévente elõ-
forduló méretû háborúhoz, vagyis száz évben az ötödik legnagyobb összecsapáshoz
szükséges készenléti szintet tartsák fenn. A kérdés az, hogy miért pont a húszéven-
te legnagyobbra készülnek. Mitõl függ ez a szám, és van-e ennek a kívánatos szint-
nek valamiféle optimuma, ami minden országra egységesen jellemzõ kellene
legyen. A cikk azt mutatja meg, hogy ez a döntés az adott nép kockázatkerülési haj-
landóságától (béke iránti vágy kontra katonai kiadás) függ, és éppen ezért koránt-
sem törvényszerû, hogy különbözõ országok azonos erõsségû hadsereget tartsanak.

Mindez a banki szabályozás oldaláról azért érdekes, mert a bankfelügyeleti ható-
ságok a Bázeli Bizottság ajánlását követve egyelõre világszerte azonos tõketartaléko-
kat követelnek meg a hitelintézetektõl, függetlenül a tulajdonosok szándékaitól.

GAUDER MILÁN

A VAR ALKALMAZÁSÁNAK
VESZÉLYEIRÕL

A kilencvenes évek eleje óta – a Bázeli
Bizottság áldásos munkájának köszönhe-
tõen – a bankok mûködése szabályozot-
tabbá és így remélhetõleg biztonságosab-
bá vált. A pénzügyi tudományos fejlõdés
eredményei némi késéssel megjelennek a
bizottság ajánlásaiban, amelyeket a nem-
zeti szabályozók átültetnek a helyi kör-
nyezetbe. A kilencvenes évek pénzügyi
„felfedezettje”, a kockáztatott érték a vo-

natkozó kormányrendelet nyomán immár
2000 óta része a magyar pénzügyi sza-
bályrendszernek. A kockáztatott érték be-
vezetése nagy elõrelépést jelentett a ko-
rábban használt hányados, illetõleg kvóta
jellegû megkötésekhez képest. Az eredeti
ajánlás mögött meghúzódó elv szerint a
VaR-alapú szabályozás sokkal jobban fi-
gyelembe veszi a kezelt eszközök jellem-
zõit, a piacok közötti összefüggéseket, az



egymást ellensúlyozó hatásokat, mint a ko-
rábban használt szemellenzõs megoldások.

Sajnos az elvekben megjelenõ nagyobb
szabadságfok jótékony hatásait ellensú-
lyozták az ismeretlentõl való félelem
miatt beépített biztonsági követelmények.
A kockáztatott érték alapú tõkeképzést és
kockázatkezelést még nem tapasztalhat-
juk annak tiszta formájában. Noha ebben
az esetben – a várakozások szerint – ha-
tékonyabban érvényesülnének a piaci
elvek, ami megtisztítaná az üzletet a sza-
bályozói arbitrázsból élõktõl, és a valódi
pénzügyi teljesítményre terelné a fi-
gyelmet.

Az írás célja, hogy a szabályozói elv ér-
vényesülését, vagyis a VaR alapú tõketar-
talékolás tiszta elméleti esetét elemezze.
Nem célja ugyanakkor a kockáztatott ér-
ték teljes körû kritikája, hanem mindenek-
elõtt arra szándékozik rámutatni, milyen
veszélyei vannak a kockázat mértékének
megállapítására történõ használatának. 

A VAR SZEREPE A SZABÁLYOZÁSBAN

A VaR mint pénzben kifejezhetõ mérõ-
szám azt mutatja meg, hogy a befektetett
összeg (portfólió) adott idõ alatt – megle-
hetõsen rossz esetben – mennyit veszít az
értékébõl. Ez a meglehetõsen rossz eset
általában száz lehetséges esetbõl a máso-
dik vagy ötödik legrosszabb, szaknyelven
második vagy ötödik percentilise az idõ-
szak végi nyereség-kimeneteleknek.
Függvénnyel leírható nyereségfüggvény
esetén a VaR a nyereség eloszlásfüggvé-
nyének azon értéke, ahol az például egy
vagy öt százalék értéket vesz fel.

Belsõ modellnek nevezi a szakiroda-
lom a bank kockázatmérési és -kezelési
rendszerét, amit a rendeletek szerint – a
standard módszer helyett – tõkeszükség-
lete megállapítására használhat. A belsõ
modellt a bank a piaci kockázatra (kamat-,
részvény-, áru- és devizakockázat) vonat-
kozó tõkekövetelmény-számításánál al-
kalmazhatja. E modelltõl megkövetelt
feltételek közé tartozik, hogy a tõkeköve-
telmény számítását a kockáztatott érték
módszerével – naponta, 99 százalékos
szignifikanciaszinten és minimum tíz na-
pos tartási periódussal számolva – kell
végezni és utóteszteléssel szükséges meg-
állapítani, hogy a belsõ modell jól becsül-
te-e a kockázatokat.

A tavaly elfogadott szabályozást úttörõ
volta ellenére Magyarországon is számos
kritika érte. A rendelet szövegébe csúszott
elírások1 használhatatlanná tehetik az
adott részeket. A fõ bírálat mégis a nem-
zetközi kritikákhoz nyúlik vissza. Mint-
hogy a belsõ modell használata – a több-
letmunkán túl – a magasabb tõkekövetel-
mény eredményezte többletköltségekhez
vezet, így a saját modell használatának
megengedése nem hoz gyakorlati válto-
zást. A belsõ modell feltehetõleg jobban
leírná a kockázati kitettséget, így ennek
mellõzése nem a megfelelõ tõkekövetel-
mény megköveteléséhez vezet. A többlet-
tõke felhalmozása plusz költségeket ró a
befektetési társaságokra és a hitelintéze-
tekre, de éppen a kockázatnak kevésbé ki-
tettekre nagyobbat.
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1 21. § (2) cikk, valamint a 2. számú melléklet, 2.1. be-
kezdése.



A cikk késõbbi szakaszában azzal az
idealisztikus feltevéssel fogok élni, hogy
a bankok kereskedési tevékenységük tõ-
keszükségletét a portfóliójuk kockáztatott
értékének megfelelõen határozzák meg.
Talán bízhatunk benne, hogy a szabályo-
zás fejlõdése abba az irányba tart, hogy a
bank tõkefedezete külsõ vagy belsõ kény-
szer hatására a portfóliója VaR értékét
érje el.

Egy másik feltételezéssel is élni kívá-
nok, melynek indoklására a következõ
részben kerül sor. E feltételezés szerint
egy bank minimalizálni szeretné tõke-
szükségletét. A tõke pedig – a két elõzõ
feltételezés szerint – a portfólió kockázta-
tott értéke által determinált. Így a bank ér-
deke kereskedési portfóliója VaR-jának
csökkentése, leszállítva ezzel a tõkeszük-
ségletet, ami a költségek (alternatív költ-
ségek) mérséklõdésén keresztül a nyere-
ség növekedéséhez vezet. A nyereség nö-
velése mint végsõ cél maga után vonhatja
a VaR csökkentését mint közbülsõ célt.

MEKKORA A JÓ VAR?

Tegyük fel, hogy egy bank tõkekövetel-
ménye a tartott portfóliója kockáztatott
értékéhez van kötve. Ennek következté-
ben a bank saját tõkéje egyenlõ az eszkö-
zök VaR-jával. A forrás oldalon kockázat-
mentes kamatlábon finanszírozza magát.
A bank tulajdonosai a saját tõkére (ST) ve-
tített profitot (π), vagyis a tõkearányos nye-
reséget akarják maximalizálni. Ez pedig:

ahol ÖE az összes eszköz, rh az átlagos
kihelyezési hozam és IT az idegen tõke,
amire rf kamatlábat fizet a bank. A saját
tõke és az idegen tõke összege az összes
forrás, ami megegyezik az összes esz-
közzel: ST + IT =ÖE. A saját tõke pedig
a szabályozás értelmében az eszközök
kockáztatott értéke: ST = ÖE*VaR%. Ezt
felhasználva a fenti egyenlet tovább ír-
ható:

HITELINTÉZETI SZEMLE32

ST

rITrÖE

ST
ROE fh **

maxmax)max(
−

== π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+−
=

−−
%

max
%

*%
max

*%
*%)1(*

max
VaR
marzsrÖE

VaR
rVaRrr

ÖE
ÖEVaR

rÖEVaRrÖE
f

ffhfh

ahol a marzs az átlagos kihelyezési és
betéti hozamok különbsége. A végsõ
képlet értelmében a tulajdonosok célja az

összeg maximalizálása. Ezen

belül az rf -re nincs befolyásuk, így a cél a
kamatmarzs növelése és/vagy a VaR%
csökkentése. A fenti képletben az rf való-
jában a tõke alternatív költsége, amit a
tulajdonosok állampapírba fektetve is el-
érhettek volna, míg a marzs/VaR% a va-
lódi gazdasági profitráta.

A következtetés, hogy a bank – amely-
nek saját tõkéje a kockázatos port-
fóliójának kockáztatott értékéhez van
kötve – célja a kamatmarzs növelése és
portfóliója VaR-jának csökkentése. Ez a
stratégia vezet a legnagyobb egységnyi
tõkére vetített nyereséghez, vagyis tõ-
kearányos nyereséghez (ROE). A marzs
marginális növelésének jótékony hatása
a profitra nem meglepõ eredmény, szem-
ben a kockáztatott érték abszolút ér-
tékben értett zsugorításra való késztetés-
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sel, mely már korántsem annyira nyil-
vánvaló.

A konfidenciaszint választása a kocká-
zatvállalási hajlandósággal függ össze. Ha
valaki 99 százalékos szinten akarja meg-
határozni a VaR-t, az a kockázatelutasítás
magas fokát jelenti. Amennyiben ugyanis
valaki kockázatsemleges, akkor 50 száza-
lékos VaR-t számol, mert nem érdekli,
hogy mi történik rossz esetben, csak az,
hogy az esetek felében legalább mekkora
a hozam. A konfidenciaszint megválasztá-
sa a hozam és a kockázat közötti egyéni
átváltást tükrözi és az egyéni kockázati
averzióra reflektál. Ha valaki kockázatke-
rülési hajlandóságának megfelelõen meg-
választotta a szignifikanciaszintet, akkor a
számított VaR% érték már olyan jelzõ-
szám, amely a portfóliót személyre sza-
bottan jellemzi. A személyre szabás a kon-
fidenciaszint megválasztásának igazi
funkciója. Miután a mérõszám személyre
szabása megtörtént, a kívánatos szintjének
elérése a cél. Mivel a VaR% (normális el-
oszlásnál) a hozam és a szórás lineáris
kombinációja, ezért ceteris paribus a ma-
gasabb hozam nagyobb, míg a magasabb
szórás alacsonyabb VaR% értéket ered-
ményez.2 Mivel a kockázatkerülés miatt az
elõbbi hasznos, az utóbbi haszontalan vál-
tozás, ezért a magasabb VaR%-nak hasz-
nos tulajdonságnak kell lennie.

A felhozott példák és sematikus leve-
zetések fényében térjünk vissza az alfeje-
zet címében feltett kérdésre: mekkora a jó
VaR? A válasz: A VaR% minél nagyobb
értéke a kívánatos – a minél nagyobb

VaR% jelenthet kisebb veszteséget –, s
ilyen értelemben a VaR%-maximalizálás
racionális törekvés egy kockázatkerülõ
befektetõ, illetve hitelintézet számára.

A VAR% MINT HASZNOSSÁG

Ha elfogadjuk, hogy a VaR% magasabb ér-
téke a kockázatkerülõ befektetõ számára az
általa jellemzett portfóliót kívánatosabbá
teszi, akkor létezik olyan U(VaR%T, α)
hasznossági függvény – a VaR%-nak szi-
gorúan monoton növekvõ függvénye –,
amely a befektetõ hasznosságát megfelelõ-
en írja le. Az értelmezési tartomány elemei
a portfólióknak azonos idõtávon és azonos
konfidenciaszinten számított kockáztatott
értékei. Mivel az U szigorúan monoton nö-
vekvõ, ezért a portfóliók hasznossági sor-
rendjét a VaR% nagysága is megfelelõen ír-
ja le. A befektetõ viselkedése a szóban for-
gó preferenciarendszer alapján jól leírható
közömbösségi görbékkel a hozam–szórás
térben. Mivel a VaR% normális eloszlás
esetén a hozamnak és a szórásnak lineáris
kombinációja, ezért az általuk kifeszített
térben az izo-VaR% közömbösségi görbék
lineárisak lesznek. Ily módon egy adott
hasznossághoz [U*(VaR%)] könnyen meg-
adható azon hozam–szórás pontpárok hal-
maza, amelyek pontosan ekkora hasznossá-
got eredményeznek a befektetõnek. Mivel
U*-hoz pontosan egy VaR%* érték tar-
tozik, és VaR%* = m – SN–1(α)σ, ahol m a
portfoló hozamának várható értéke, σ a
szórása és SN a standard normális eloszlás
eloszlásfüggvvénye. Ezért ez utóbbi egyen-
letet kielégítõ pontpárok jelzik az U* kö-
zömbösségi görbét.
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2 Nem a hagyományos, hanem az abszolút érték nélkü-
li értelmezésben.



Egy VaR%*-hoz tartozó közömbösségi
görbe a hozamtengelyt a VaR%* pontban
metszi, és attól jobbra3 SN–1(α) meredek-
ségû egyenes. Mivel az alfa szintjét álta-
lában egyhez közelinek szokás választani,
így a közömbösségi görbe meredeksége
pozitív,4 ez jelöli a kockázatkerülést.
Amennyiben az alfa szint – egy befektetõ
esetén történõ összehasonlíthatóság miatt
– állandó, a közömbösségi görbék párhu-
zamosak. A nagyobb alfa értékhez na-
gyobb meredekség tartozik. A nagyobb
meredekség a hozam és a kockázat közöt-
ti nagyobb helyettesítési határarányt jelzi.
A nagy határarány azt jelenti, hogy a be-
fektetõ magasabb többlethozamot vár el
egységnyi többletkockázatért. Ilyen érte-
lemben a magas alfa jellemezte befektetõ
jobban kockázatkerülõ (1. táblázat). Ez
összhangban áll a leírtakkal, miszerint az

alfa választása a kockázatkerülési hajlan-
dósággal rokon.

Minden portfólió VaR%-a a rajta át-
menõ közömbösségi görbe által képviselt
VaR%, ezt pedig a hozam tengelymet-
szeten tudjuk legkönnyebben leolvasni.
Egy VaR%* közömbösségi görbétõl
észak-nyugatra fekvõ portfólió VaR%
értékei mind magasabbak VaR%*-nál,
így a befektetõ számára hasznosabbak.
Az izo-VaR% görbék a közömbösségi
görbék megfelelõ rendszerét alkotják,
nem metszik egymást, észak-nyugati
irányban egyre magasabb hasznosságot
képviselnek, és minden portfólió rajta
fekszik egy görbén. A VaR% alapú hasz-
nosság tehát teljes, reflexív és tranzitív,
így minden a hasznossági fogalmakkal
szemben támasztott kritériumot teljesít.
Még egy említésre méltó eredménye,
hogy egy kockázatmentes hozamú állam-
papír VaR%-a egyenlõ magával a hoza-
mával. 
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3 A hagyományos hozam-szórás tér a vízszintes tenge-
lyen a szórást, a függõlegesen a várható hozamot ábrá-
zolja, így a jobbra a szórás növekedését jelenti.

4 A standard normális eloszlás inverzébõl a szokásos
95; 97,5 és 99 százalékos konfidenciaszintekre a kö-
zömbösségi görbe meredekségei sorrendben: 1,645;
1,96 és 2,326.

1. táblázat

Az alfa és a kockázati averzió közötti kapcsolat

Alfa          Meredekség           Kockázati averzió

α→1 → ∞ Végtelenül kockázatelutasító

α>0,5 Pozitív Kockázatkerülõ

α = 0,5 Nulla Kockázatsemleges

0<α<0,5 Negatív Kockázatkedvelõ

σα
σα

)(*%

)(%*
1

1

−

−

+=
−=

SNVaRm

SNmVaR
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A portfóliókiválasztási elméletben al-
kalmaznak néhány egyszerû közömbössé-
gi görbét. A legegyszerûbb az, amely a
hasznosságot a várható hozam és a varian-
cia függvényeként adja meg, képletsze-
rûen: U = m – 0,005Aσ 2, ahol A a koc-
kázatelutasítás mértékét jelzõ paraméter.5

E fenti hasznossági megközelítés hasonló-
an viselkedik, mint a korábban leírt
VaR%-on alapuló koncepció. Mindkét
preferenciarendezés esetén a kockázatel-
utasítóbb befektetõ görbéi meredekebbek.
Mindkét esetben a befektetõ két portfólió
közül a rajtuk átmenõ közömbösségi gör-
bék tengelymetszetei alapján rangsorol.
Jelen esetben ezt kockázatmentes egyen-
értékesnek hívjuk, míg az elõbb ez maga
a portfólió VaR%-a volt. A kockázatsem-
leges befektetõ esetén a két megközelítés

azonos képet mutat, ekkor A = SN–1(0,5)
= 0, a görbék vízszintesek.

A két koncepció közötti különbség,
hogy a VaR%-közömbös befektetõ minden
pótlólagos kockázatnövekményért azonos
nagyságú hozamnövekménnyel is beéri,
míg a másik egyre növekvõ hozamtöbblet-
tel elégszik csak meg. A mikroökonómiá-
ból átvett terminológiával az utóbbi prefe-
renciái szigorúan konvexek, míg a VaR%-
orientált befektetõ preferenciái csak kon-
vexek.

AZ IZO-VAR% GÖRBÉK HASZNÁLATA

PORTFÓLIÓ-KIVÁLASZTÁSRA

Harry Markowitz6 1952-es – azóta a vál-
lalati pénzügyek alapmûvévé vált – cikké-
ben feltételezte, hogy minden befektetõ-

szórás

hozamhozam Va3

Va2

Va1

U3

U2

U1

1. ábra
Közömbösségi görbék két koncepciója

6 MARKOWITZ, HARRY [1952]: Portfolio selection. The
Journal of Finance, 1952 March, 77–91. oldal.

5 Befektetések [1996] 137. oldal. Az A értékét a tanul-
mányok általában 2 és 4 közé helyezik, a nagyobb
A érték inkább kockázatkerülõ befektetõt tükröz.

VaR alap közömbösségû görbe
rendszer, 3>Va2>Va1

hozamtól és varianciától függõ
hasznosság, 3> 2> 1



nek létezik egy várható hozamtól és
varianciától függõ hasznossága [U(E,V),
∂U/∂E>0, ∂U/∂V<0]. Ha ilyen létezik és
meghatározható, akkor behelyettesítve
minden lehetséges portfólió paraméterét,
megtalálhatjuk a legnagyobb hasznossá-
gút. Markowitz igazi áttörést abban ho-
zott, hogy ezt a nagy munkát megkönnyí-
tette azzal, hogy nem kell az összes, csak
a hatékony portfóliók paramétereit be-
helyettesíteni.

VaR esetében sem más a helyzet. Egy
VaR%-optimalizációt alkalmazó befekte-
tõ megteheti, hogy az összes lehetséges
portfólió kockáztatott értékét kiszámítja,
és ebbõl kiválasztja a legnagyobb VaR%
értékût, ami a legnagyobb U hasznosságú
is.7 De Markowitz módszerét ezúttal is al-
kalmazni lehet. Ehhez be kell látni, hogy
minden VaR optimalizáció eredménye ha-
tékony portfólió és hogy minden haté-
kony portfólió elõállítható VaR% opti-
malizáció eredményeképpen.

A VaR%-ot maximalizáló cselekvését a
következõ szabály írja le:

max[m – SN–1 (α)σ], ez adott várha-
tó hozam mellett:

m + max[ – SN–1 (α)σ]
m + min[ SN–1 (α)σ]
m + SN–1 (α)min[σ]
Ezek szerint a VaR% maximalizáló

adott hozam mellett minimalizálja a szó-
rást. Ugyanígy megmutatható, hogy adott
szórás mellett maximalizálja a várható
hozamot. Mivel a szórás pozitív, így an-
nak minimalizálása a variancia minimali-
zálását is jelenti. Ilyen eljárás pontosan
megegyezik Markowitz hatékony port-

fóliókat keresõ módszerével. Ezek szerint
VaR% maximalizálás csak hatékony port-
fóliót eredményezhet.

Minden egyes hatékony portfólió lehet
VaR% alapú optimalizáció eredménye.
A lehetséges portfólió halmaza szigorúan
konvex, így a hatékony portfóliók halmaza
a szórás tengelyre konkáv. Egy adott haté-
kony portfólió annak a befektetõnek lesz
optimális portfóliója, akinek izo-VaR%
görbéjének meredeksége pontosan a haté-
kony portfóliók görbéjének adott portfó-
liónál vett meredeksége. Mivel a hatékony
portfólió görbéje a globálisan legkisebb
kockázatú portfóliótól felfelé lévõ határo-
ló görbéje a lehetséges portfóliók halma-
zának, ezért a görbe minden pontban vett
meredeksége pozitív. A közömbösségi
görbék meredeksége szintén befutja a po-
zitív valós számok halmazát, ahogy alfa
0,5-rõl 1 felé tart, így az összes hatékony
portfólió valamely alfa szintet választó be-
fektetõ optimális portfóliója lesz. A fenti
kétoldalú bizonyítás szerint egyértelmû
megfeleltetés van a kockázati averziót jel-
zõ alfa paraméter és a hatékony portfóliók
halmazának elemei között.

Geometriailag egy VaR%-ot maximali-
záló nem tesz mást, mint egy normál be-
fektetõ, vagyis keresi a lehetséges port-
fóliók halmazát (költségvetési halmaz)
még érintõ legmagasabban fekvõ izo-
VaR% görbét, azaz differenciálhatóság
esetén megkeresi a hatékony portfóliók
görbéjének azon pontját, ahol a görbe me-
redeksége SN–1(α). Az érintési pont által
reprezentált tulajdonságú portfólió lesz
számára az optimális befektetés.

A VaR%-maximalizálás racionális be-
fektetési döntési mechanizmusnak bizo-
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nyul a kockázatos értékpapírok világában.
A továbbiakban azt vizsgálom, hogyan vi-
selkedik e befektetési döntési módszer a
kockázatmentes befektetési lehetõség be-
kapcsolásával.

A KOCKÁZATMENTES

ESZKÖZ ÉS A VAR%-OPTIMALIZÁCIÓ

A kockázatmentes befektetési lehetõség
bevonása a vizsgálati keretbe a hatékony
portfóliók halmazát az eddigi konkáv
felületrõl egy affin felületté változtatja.
A hozam-szórás térben a hatékony port-
fóliók halmazát tõkepiaci egyenesnek
(CML) nevezzük, amely a hozam tengelyt
a kockázatmentes kamatlábnál (rf ) met-
szi. A befektetõ dolga továbbra is csak az,
hogy a hatékony portfóliók halmazából
kiválassza a számára legkedvezõbbet. Ezt
úgy teheti, hogy a CML egyenes azon
pontját keresi, amely a legmagasabban
fekvõ közömbösségi görbén van. A klasz-
szikus esetben a közömbösségi görbe
[U = E(r) – 0,005Aσ 2] szigorúan konvex,
ezért pontosan egy megoldás lesz. Képlet-
szerûen a keresett portfólió szórása a
0,01Aσ = [E(rm) – rf ]/σm egyenlet meg-
oldása, ahol [E(rm);σm ] a piaci portfólió
várható hozama és szórása. Az egyenlet
az A értékétõl függõen más és más meg-
oszlást eredményez a befektetõ kosarában
állampapírból és piaci portfólióból. Bár-
milyen kockázatkerülõ befektetõ port-
fóliójában lesz állampapír (vagy ilyen ka-
matú hitel) és kockázatos piaci portfólió
is. A kockázatkerülési szint (A) csak ezek
arányát befolyásolja.  

Mint láttuk, a VaR% maximalizálásán
alapuló döntéshozatal egy lineáris közöm-

bösségigörbe-rendszert implikált.  Egy li-
neáris közömbösségi görbe valódi port-
fóliót eredményezett konkáv hatékony
portfóliógörbe mellett, de sarokponti,
vagy szélsõségesen kockázatos megoldást
preferál affin hatékony halmazon. 
1. Ha a közömbösségi görbe meredeksé-

ge SN–1(α) meghaladja a CML mere-
dekségét: [E(rm) – rf ]/σm az azt jelenti,
hogy a fogyasztó kockázatkerülõbb,
mint a piac átlaga, vagyis minden szin-
ten csak nagyobb addicionális várható
hozamért cserélne el egységnyi több-
letszórást, mint amennyit a piac ad. Így
a piac által ajánlott cserearányon koc-
kázattól szabadul meg, és hozamot ad
vele. Egy ilyen cserével nõ a VaR%-a,
ezáltal a hasznossága. Ezt a cserét ad-
dig folytatja, míg a csere határhaszna
pozitív. De mivel a két „görbe” egye-
nes, így a nyert haszon mindig felül-
múlja a veszteséget. A csere addig foly-
tatódik, amíg van még kockázat. E mi-
att a számára legelõnyösebb a lehetõ
legkisebb kockázat, vagyis a tisztán ál-
lampapír portfólió.

2. Ha a meredekségek fordítottak {SN–1

(α) < [E(rm) – rf ]/σm}, vagyis a közöm-
bösségi görbe laposabb, mint a tõkepia-
ci egyenes, akkor a befektetõ mindig
növelheti hasznosságát, ha a piac által
kínált kockázat-hozam cserearányon
hozamot vásárol kockázatért. Az ezért
rárótt kockázati többlet ellenéri is nõ a
portfóliója VaR%-a. Az általa elfogad-
hatónak tartott árnál (hozamban mérve)
többet kínál a piac egységnyi többlet-
kockázatért. Mivel a görbék relatív me-
redeksége nem változik a csere követ-
keztében, a csere folytatódik. Ennek kö-
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alatt van, azok a lehetõségekhez mérten
maximális kockázatú és hozamú portfóliót
választanak. Ha lehetõség van hitelfelvé-
telre kockázatmentes kamatlábon, akkor
végtelen kockázatú értékpapírkosarat vá-

vetkezménye, hogy a VaR% nagysága
alapján döntõ befektetõ korlátlanul nö-
veli portfóliója hozamát és szórását. Ezt
úgy teheti meg, hogy kockázatmentes
kamatlábon hitelt vesz fel, és tõkeáttéte-
les portfóliót hoz létre. A tõkeáttétel
mértéke az optimalizálás eredménye-
képpen végtelen naggyá válik.

3. Ha egy befektetõ közömbösségi görbé-
jének meredeksége megegyezik a tõke-
piaci egyenes meredekségével:
SN–1(α) = [E(rm)–rf]/σm

α = ,

akkor az alfa megegyezik a standard
normális eloszlás kockázat piaci 8 ára

helyen vett értékével. Az ilyen alfa ál-
tal jellemzett befektetõnek az összes
CML-en fekvõ portfólió közömbös,
mindnek VaR% = rf a kockáztatott ér-
téke, így U(rf) a hasznossága. Ebben az
esetben a befektetõ véletlenszerûen vá-
laszt a CML portfóliói közül.
Ezek szerint a befektetõket portfólió-

választásuk alapján három csoportra lehet
osztani. Minden befektetõ kockázatkerü-
lési hajlandóságát jellemzi egy alfa para-
méter. Azon befektetõk, akiket jellemzõ
alfa paraméter értéke a standard normális
eloszlás kockázat piaci ára helyen felvett
értéke
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8 A kockázat piaci ára bevett terminológia a piaci port-
folió többlethozama a kockázatára vetítve, vagyis a
kockázat egységára. Képletben kifejezve:
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2. ábra
Optimalizálás folyamata CML-nél laposabb
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lasztanak. Azon kevés befektetõ, aki alfa
paramétere pontosan a fenti alfa* értékkel
egyezik meg (α = α*), azok nagy valószí-
nûséggel megosztják vagyonukat állampa-
pír és piaci portfólió tartása között, de szá-
mukra a kettõ bármilyen kombinációja
közömbös. Az alfa*-nál nagyobb kocká-
zatelutasítási paraméterrel jellemzett be-
fektetõk (α>α*), adott piaci körülmények
mellett szélsõségesen kockázatkerülõkké
válnak és teljes befektetési portfóliójukat
állampapírba fektetik. Ez utóbbiakat nem
nevezhetjük teljesen kockázatelutasítók-
nak, mert a piaci kockázati ár változásával
átrendezhetik portfóliójukat.

E fejezet eredménye, hogy a befektetõ-
ket cselekvésük alapján három csoportra
lehet osztani, abból kettõ csoport szélsõsé-
gesen viselkedik, a harmadik véletlensze-
rûen. A kockázatelutasítás mértékét jelzõ
alfa paraméter változása nem a kockázat-
mentes és a kockázatos befektetési eszkö-
zök súlyának fokozatos változását vonja
maga után, hanem vagy kategóriaváltást,
és így a portfólió drasztikus átrendezését,
illetve kategóriában maradást és így a cse-
lekvés hiányát. A tõkepiaci egyenes válto-
zása, így például a kockázatmentes kamat
csökkenése feltehetõleg néhányakat teljes
állampapír-portfóliójuk likvidálására és
helyette részben hitelbõl piaci portfólió
vásárlására késztet. A klasszikus elmélet-
ben a piaci árváltozások, vagy kockázati
averzió folytonos változása az egyéni
portfóliók összetételének folytonos válto-
zását vonták maguk után. Egy VaR% ma-
ximalizálása mellett döntõ, vagy arra
késztetett befektetõ illetve bank reakciója
a folytonos változásokra nem folytonos,
hanem szélsõséges.

NORMALITÁSI DISZKUSSZIÓ

Mint már számos empirikus vizsgálat be-
bizonyította, az értékpapírok hozamelosz-
lása ritkán normális. A hozamok eloszlá-
sát jobban írják le a Levy-eloszlások, ame-
lyek szórása nem véges, így a hagyomá-
nyos kockázatmérésre a szórást nem lehet
használni. A hozamok eloszlása a tapasz-
talat szerint leptokurtikus, vagyis a nor-
mális eloszlásánál gyakoribban az átlag-
tól való nagy és az apró eltérések, míg az
átlagos eltérés kevésbé valószínû. Ennek
különösen nagy jelentõsége van a kockáz-
tatott érték számításában, ahol a hozam
eloszlásának ’farkát’ elemezzük. Ebben a
részben az elõzõekben felvázolt problé-
mákat mutatom be más megközelítésben,
amely nélkülözi a hozamok eloszlására
tett normalitási feltételezést. Az alfejezet-
ben megtartjuk a folytonos oszthatóság
feltételét, a hozamok eloszlását pedig
szimmetrikusnak és egymóduszúnak téte-
lezzük fel. Ez a levezetés természetesen
felöleli a hozamok normális eloszlásénak
lehetõségét is, tehát az elõzõ levezetésnél
általánosabb.

Szórás hiányában vissza kell térnünk a
VaR általános meghatározásához. Egy
portfólió VaR%-a az a hozam, amelynél a
portfólió adott idõszak alatt alfa valószí-
nûséggel többet hoz. Ez nem más, mint az
a hozam ameddig balról integrálva a ho-
zam sûrûségfüggvényét (1–α) –t kapunk,
azaz az eloszlásfüggvény értéke (1–α).

ahol F(?) az adott portfólió hozamának
eloszlásfüggvénye. Két portfólió közül a
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VaR%-ot maximalizáló befektetõ azt vá-
lasztja, amelyik hozamának eloszlásfügg-
vénye késõbb, nagyobb hozamnál éri el
az általa választott (1–α)-t. Az eredmé-
nyül kapott VaR% értéknél a preferált
portfólió hozameloszlása alacsonyabb ér-
téket vesz fel, (1–α)-t, mint a diszpreferált
hozamának eloszlásfüggvénye, vagyis a
másik portfólió legalább ekkora vesztesé-
get nagyobb valószínûséggel szenved el.

A TÕKEÁTTÉTEL HATÁSA

A tõkeáttétel (k) a befektetett összeg oszt-
va a saját tõkével. A tõkeáttételes port-
fólió hozama – mint valószínûségi válto-

zó – az alapportfólió hozamának transz-
formáltja: ξ’ = kξ – (k–1)rf . Egy portfólió
tõkeáttétellel való megvalósítása a hozam
sûrûségfüggvényét úgy transzformálja,
hogy a várható érték hozamprémiuma
k-szorosára nõ, emellett a hozam szórása
(amennyiben létezik) vagy terjedelme
szintén k-szorosára nõ:

E(ξ’) = rf + k*[E(ξ)–rf],

D(ξ’) = k*σP

A tõkeáttételes portfólió eloszlásfügg-
vénye kezdetben nagyobb (fölötte van,
nagyobb értékeket vesz fel), mint a tisztán
saját portfólió eloszlásfüggvény. Ennek
magyarázata, hogy az áttételezés miatt a

Tõkeáttételes portfolió
hozamának

sûrûségfüggvénye

Alap-portfolió hozamának
sûrûségfüggvénye

0            rf E(ξ)        E(ξ’)

saját tõkerészre vetített extrém nagy vesz-
teségek elõfordulási valószínûsége na-
gyobb. A 0,5-ös kumulált valószínûséget
mindkettõ a saját várható értékénél éri el.9

Ha a piaci portfólió hozamának várható
értéke (rm) meghaladja a kockázatmentes
kamatlábat (rf) (mint általában), akkor a
tõkeáttételes portfólió várható hozama
[rf –k(rm–rf )] a nagyobb. Így ez utóbbi a
0,5-ös értéket egy, a piaci portfólió várha-
tó hozamánál magasabb hozamnál, vagyis

9 A sûrûségfüggvény szimmetriája miatt a medián és a
várható érték egybeesik.

3. ábra
A tõkeáttétel hatása a befektetett összegre vetített

hozam sûrûségfüggvényére

Alap-portfolió hozamának
sûrûségfüggvénye Tõkeáttételes portfolió

hozamának
sûrûségfüggvénye



attól jobbra éri el. Ennél a hozamszintnél,
már a piaci portfólió eloszlásfüggvénye
nagyobb. A két függvény folytonossága
és szigorú monotonitása miatt a Bolzano-
tétel segítségével beláthatjuk, hogy a két
eloszlásfüggvény egy és csak egy helyen
metszi egymást. A metszéspontban a két
függvényérték megegyezik, ami azt jelen-
ti, hogy azt a bizonyos hozamot a tõkeát-
tételes és az eredeti portfólió hozama azo-
nos valószínûséggel haladja meg, vagy
múlja alul. Ha a metszésponthoz tartozó
valószínûség eggyel vett komplemeterét
használnánk konfidenciaszintnek a VaR%
kiszámításához, akkor a két portfólió koc-
káztatott értéke azonos lenne. Ha ennél a
szintnél nagyobb konfidenciaszintet vá-
laszt a befektetõ, akkor az egyik, ha
kisebb, akkor a másik portfóliót választja.
A metszéspont helye mint látjuk kitünte-
tett, ezért keressük x-et, ahol x-re teljesül,
hogy:

P(ξ<x) = P(ξ’<x)
P(ξ<x) = P[kξ – (k–1)rf <x]

F(x)     =                      ,

a szigorú növekvõ monotonitás miatt:
x          = (x + (k–1)rf ) / k
kx       = x + (k–1)rf

(k–1)x = (k–1)rf

x       = rf

A levezetés eredménye szerint egy P
portfólió hozamának eloszlásfüggvénye
pontosan a kockázatmentes kamatlábnál
egyezik meg a P portfóliót tõkeáttétellel
megvalósító befektetés saját részre vetí-
tett hozamának eloszlásfüggvényével. Az

eredmény jelentõsége, hogy a metszés-
pont helye független a tõkeáttétel mér-
tékétõl. Most már tudjuk, hogy a koc-
kázatmentes kamatlábnál kisebb hozamok
mellett a tõkeáttételes portfólió eloszlás-
függvénye a nagyobb értékû, míg rf -nél
nagyobb hozamoknál az eredeti portfólió
eloszlásfüggvényének értékei a maga-
sabbak.

A VAR% MAXIMALIZÁLÁSA

A fenti eredmény tudatában a portfólió-
választás leegyszerûsödik. A maximális
hasznosságú, így VaR%-ú portfólió kere-
sése geometriai bemutatással a legszem-
léletesebb. A befektetõ rendelkezik egy
kockázatkerülését jellemzõ alfa paramé-
terrel. A cselekvési szabály szerint az 1–α
értéknél húz egy szintvonalat a koordiná-
tarendszerben. Berajzolja a hatékony
portfóliók hozamainak eloszlásfüggvé-
nyeit. Ezek mind a CML elemei, a piaci
portfólió tõkeáttétellel vagy állampapírral
való kombinálással létrehozott portfóliók,
így eloszlásfüggvényeiket a fent leírtak
jellemzik. Mindegyik az [F(rf );rf] pont-
ban metszi a többit, ahol F(?) a piaci port-
fólió hozamának eloszlásfüggvénye. Mi-
vel VaR% = F–1(1–α), a befektetõ megke-
resi azt az eloszlásfüggvényt, amely az
1–α vízszintes egyenest a lehetõ legin-
kább jobbra, vagyis legmagasabb értéknél
metszi. Ez az érték az adott portfólió
VaR%-a. Mivel ez a VaR% a lehetõ leg-
magasabb, így a befektetõ e portfólió vá-
lasztásával a lehetõ legnagyobb hasznos-
ságot érti el. Ez a VaR% maximalizálás
módszere általános esetben, tõkepiaci
egyenes létezése mellett.
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Az alfejezet konklúziója azonos az elõ-
zõ alfejezetével. Annyival többet tudtunk
meg, hogy a normalitás elvetése nem
szünteti meg a jelenséget. A jelenség to-
vábbra is az, hogy egy kitüntetett alfa ér-
téknél nagyobb konfidenciaszintet válasz-
tó befektetõk csak állampapírt vesznek,
annál kisebbet választók extrém kockáza-
tú portfólió hoznak létre, míg 1–F(rf)-fel
pontosan egyezõ szignifikancián VaR%-ot
maximalizáló befektetõ véletlenszerûen
osztja meg pénzét államkötvény és piaci
portfólió között.

Az eredmény könnyen specifikálható
újra normális eloszlásra. Az átalakítást

az állampapírt vásárlók példáján muta-
tom be:

1–α < F(rf ), ahol F~N(m;σ)
1–α < F(rf ) = Nm,σ(rf ) =

= SN

1–α < SN

α > SN

Ami azonos a normális esetben leve-
zetett eredménnyel.

Ha a befektetõ alfa értéke olyan, hogy
1–α < F(rf ), akkor a fenti levezetés értel-
mében a VaR% maximalizálás a minél ki-
sebb tõkeáttétel irányába való elmozdu-
lást jelenti. Ez a kizárólag állampapírból
álló portfólió választásához vezet. Ha a
befektetõ alfa értéke szerint 1–α = F(rf ),
akkor az összes lehetséges eloszlás ugyan

annál az értéknél metszi a keresõ-egyene-
sét. A piaci portfólió és az állampapír
bármilyen kombinációja ugyan akkora
hasznosságot okoz neki, így a választás
közömbös. Ha egy befektetõ azon cso-
portból való, akiknek α <1–F(rf ), akkor õ
a tõkeáttétel minden mértéket meghaladó
növelésében érdekelt.

4. ábra
Optimalizálás folyamata nem normális eloszlás esetén 

Ha alfa kicsi, akkor a keresõ
vonal erre a területre kerül, és
a minél nagyobb tõkeáttétel
eredményez nagyobb VaR-t.

Ha viszont alfa nagy, akkor a minél
kisebb tõkeáttétel az üdvözítõ.

piaci portfolió

egy tõkeáttételes portfolió

F(rf)

0,5

0                rf E(rm)E(k)

σ
mrf −

σ
mrf −

σ
frm −

Ha alfa kicsi, akkor a keresõ
vonal erre a területre kerül,

és a minél nagyobb tõkeáttétel
eredményez nagyobb VaR-t.

Ha viszont alfa nagy, akkor a minél
kisebb tõkeáttétel az üdvözítõ.

egy tõkeáttételes portfolió

piaci portfolió
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KONKLÚZIÓ

Az elõzõ fejezet tanulsága a következõk-
ben foglalható össze:

Egy befektetõ, aki
• kockázatkerülõ és
• külsõ vagy belsõ indíttatásból port-

fóliója hasznának maximalizálásához
annak kockáztatott értékének maxima-
lizálását használja,
egy tõkepiacon, ahol

• az értékpapírok folytonosan oszthatóak,
• az értékpapírok hozamának eloszlása

egy szimmetrikus sûrûségfüggvénnyel
jól jellemezhetõ,

portfólióját vagy csak állampapírból,
vagy csak piaci portfólióból állítja össze.
A portfólió megosztása e két összetevõre
csak feltehetõen marginális számú befek-
tetõ számára elõnyös, és az õ vagyonkom-
pozíciójuk véletlenszerû. Az, hogy egy
befektetõ a fenti két nagy csoport melyi-
kébe tartozik, attól függ, hogy milyen a
kockázatvállalási hajlandósága. Ezt pedig
az általa választott konfidenciaszint és
mérési idõtáv jelzi. A magasabb konfiden-
ciaszint és a rövidebb tartási periódus na-
gyobb mértékû kockázatelutasításra utal.

A dolgozat a kockáztatott érték ve-
szélyeire szándékszik rámutatni. Mint
említettem, a VaR használata vagy a sza-
bályozásba való integrálása könnyen oda

vezethet, hogy a mutatót egy befektetés
jellemzésére használják. 

A hozam pozitivitása, és az eloszlások
normálistól eltérõ volta miatt a maradék
1-α százalék nem arányos magával a
VaR-ral. Ha az említett kettõ lehetõséget
kizárom, akkor a VaR jó mutató, és a kon-
fidenciaszint és idõ tudatában ismerem a
teljes eloszlást, és a maradék jellemzõit is.
De ez a két feltétel igenis releváns és nem
elhanyagolható. A két feltétel mellett a
„túlcsordulás” kerülhet a betétesek pénzé-
nek teljes elvesztésébe vagy pusztán pót-
lólagos tõkeemelésbe. A szúnyogháló öt
százalékos lyukán lehet, hogy ártatlan
muslica jön be, de lehet, hogy a legádá-
zabb vérszívó. Éppen ezért a konfidencia-
szint megválasztása nem lehet egy ha-
tóság vagy szokás dolga. A megfelelõ
konfidenciaszint kiválasztása legalább
olyan fontos része a kockázatkezelésnek,
mint a VaR érték számítása maga. A kon-
fidenciaszintnek tükröznie kell a maradék
1-α eset jellemzõit, az abban a kis részben
elszenvedett veszteség okozta kárt. Va-
gyis szükséges egy ’hasznossági függ-
vény’ a maradék néhány százalék bekö-
vetkeztére. Az eloszlás farkának várható
értékét pedig érdemes szintén a jelentés
részeként tekinteni, hisz ez árulkodik ar-
ról, hogy a tõke elvesztése esetén a beté-
tesek vagyonának hányada vész el.
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